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INTRODUCCIÓN 


El libro de Lecciones de Cálculo Diferencial, está diseñado para ser utilizado 
como texto guía, para los cursos de Cálculo Diferencial, en los Programas de 
Ingeniería Civil, Sistemas y Electrónica de la Universidad de Nariño, al igual que en 
los Programas de Física, Licenciatura en Matemáticas y Licenciatura en Informática; 
también puede ser utilizado por estudiantes de otras universidades o instituciones 
de educación superior, que ofrezcan programas técnicos similares a los 
mencionados. 


El libro contiene, toda la temática contemplada en los cursos usuales de 
Cálculo Diferencial, sin embargo, en los dos primeros capítulos, de manera puntual 
y precisa, se trata las características, propiedades y grafos de las funciones reales; 
también se realiza un tratamiento resumido, de los elementos de Geometría 
Analítica. 


La decisión de incorporar estos temas en el texto, obedece a que, es muy 
importante que los estudiantes dispongan de los fundamentos teóricos y 
conceptuales para iniciar el curso, además, para suplir las eventuales debilidades y 
desconocimiento de estos temas básicos. La experiencia de los autores por más de 
30 años en el ofrecimiento de los cursos de Cálculo, motivó la decisión de incorporar 
estos insumos en el presente libro. 


El texto, está escrito de modo que los conceptos y definiciones son 
consistentes y claros; en cada temática, se plantean y resuelven ejercicios de diversa 
dificultad y alcance. Al finalizar cada capítulo, se proponen ejercicios y problemas 
para que sean resueltos por los estudiantes; el propósito es que los resuelvan, 
comprueben y comparen con las respuestas que aparecen al final del texto. 


En algunas secciones, el texto contiene y formula teoremas y proposiciones, 
que para su formalización, requieren una prueba matemática, lo cual contribuye a la 
producción de consistencia y claridad conceptuales. En otras palabras, se procura 
que los estudiantes se aproximen a una correcta percepción de lo que realmente 
significan las matemáticas y sus múltiples aplicaciones en la Ingeniería, Física, 
Biología, Negocios y otros campos. 


Ellibro está estructurado en cinco (5) capítulos. El primero, Funciones Reales, 
trata las siguientes funciones: lineal, cuadrática, función polinómica, función 
racional, función valor absoluto, función exponencial, logarítmica, a trozos, 
trigonométricas, hiperbólica y funciones definidas paramétricamente. El segundo, 
Elementos de Geometría Analítica, contiene definiciones y conceptos relacionados 
con distancia entre puntos, de un punto a una recta, ángulos entre rectas, entre 
otros; secciones cónicas y coordenadas polares. El tercero, Límites y Continuidad, 


aborda las temáticas de vecindad de un punto, límite de una función real de una 


variable real y continuidad de funciones. El cuarto, Derivadas de Funciones, contiene 
definiciones y conceptos de la derivada, álgebra de derivadas, derivada de la función 
compuesta, derivación implícita, derivadas de las funciones elementales, derivadas 
paramétricas, teoremas de Rolle y del valor medio, límites de formas 
indeterminadas, diferencial y derivadas de orden superior. El quinto, Aplicaciones 
de la Derivada, contiene aplicaciones geométricas de la derivada, razón de cambio, 
máximos y mínimos, trazado de curvas de funciones. El libro finaliza con una sección 
de respuestas a los ejercicios y problemas propuestos. 


Finalmente, los autores confían, que esta obra constituya un recurso 
pedagógico y didáctico para estudiantes y profesores que estudien y desarrollen 
temáticas de Cálculo Diferencial. 


Los Autores. 


San Juan de Pasto, Septiembre de 2020. 


CAPÍTULO 1 
FUNCIONES REALES 


Una función real, es aquella cuyo dominio y rango están contenidos en el conjunto 
de los números reales R. Se define como sigue: 


f:Dc Rom 
x y = f(x) 
1.1 FUNCIÓN LINEAL 


La función lineal se define como: 
f: RR 
x f(x) =mx+b 
La representación gráfica de la función lineal es una recta, cuya pendiente es m y 


corta al eje y en el punto (0, b) (ver Figura 1). 


^y 


y=mx+b 


Figura 1. Recta con pendiente positiva: y = mx + b; m > 0. 


Nótese que m = tg(a); a es el ángulo que forma la recta con la parte positiva del 
eje x. Por otra parte, en la Figura 1, se ve que а es un ángulo agudo. 


Se dice entonces, que dicha recta L tiene pendiente positiva, pues m = tg a ytg a > 
0. 


En general, la recta L tiene pendiente positiva si 0 < а < 900. 


En la Figura 2, 90? « а < 1800. En este caso, se dice que la recta L tiene pendiente 
negativa, pues tg a « 0. 


y=mx+b 


Figura 2. Recta con pendiente negativa: y = mx + b; т < 0. 


En la Figura 3, @ = 0, por lo cual, la gráfica es una recta paralela al eje y, y tiene un 
valor constante b. 


Figura 3. Recta con pendiente cero: y = b; m = 0. 


Conviene mencionar aquí, un concepto importante de la Geometría Euclidiana, que 
se refiere, a que "dos puntos determinan una ünica recta" (ver Figura 4). 


En efecto, si PG, y4) y Q(x5, y2) son puntos de la recta L, entonces, la pendiente 
de la recta se calcula como sigue: 


_Ау yi-Y2 У-У 
m = — = — 


Ax Хү — X2 X2 — X4 


La ecuación de la recta L, que pasa por los puntos Ру Q, viene dada por las siguientes 
ecuaciones: 


y — yı = m(x — xı) o también y — y; = m(x — хо) 


Figura 4. Recta que pasa por dos puntos:y — y, = m(x — xi). 


Notas: 


1. Laecuación (1), y = mx + b зе а conoce como Pendiente-Intersección de la recta 
L. 


2. La ecuación Ax + By + C = 0 representa gráficamente una recta; se la conoce 
como Ecuación General de la recta L. 


Ejemplo 1 

Dada la recta L, definida como y = 2x — 3, determinar: 
a) Ángulo que forma con la parte positiva del eje x. 

b) Intersección con los ejes. 

Solución 


a) La Figura 5, muestra la recta L, cuya ecuación es y = 2x — 3; pendiente es m = 
2. Observe que la pendiente es positiva. 


Entonces a = arctg(2) — а = 63?26'. 


Figura 5. Recta de la ecuación y = 2x — 3. 


b) La intersección del L con el eje y es (0, —3). 


3 
и 


Cuandox 20; 2(x)-3=0: х= 
De esta manera, la intersección con el eje x es G, 0). 
Ejemplo 2 


a) Determinar las ecuaciones pendiente-intersección y general de la recta que pasa 
porlos puntos P(—1,5) y Q(5,1). 


b) Cuáles son las coordenadas de los puntos de intersección con los ejes. 
c) Valor del ángulo a. 

Solución 

a) La pendiente de la recta L es: 


| Ay 6-1 — оын tiva) 
к= РЕ 6 pendiente negativa). 


Ecuación pendiente intersección: 


Al tomar el punto P se obtiene: 


5 


у-6= -=(х+1) (1) 


5 5 31 
у = ¿AO YA 
De la expresión (1) se obtiene la ecuación general, así: 
6(у— 6) = -5(х + 1); бу -36=-5x-5; 
5х + бу – 31 = 0 (2) 


b) Dela relación (2): 
31. тэ? 31 
x=0>y= a intersección eje y: (o, Z). 
: > | 31 
у=0әх= Ex intersección con eje x: (E, 0) 


с) Elángulo a: 


5 5 0 5 0 , 
m-tga--2;a - arctg(-7) ; а = 180 - arctg (2) га € 140*11'. 


Figura 6. Recta que pasa por los puntos P(—1,6) y Q(5,1). 


Ejemplo 3 

En los problemas siguientes, escriba y grafique una ecuación para la recta L descrita: 
a) Les horizontal y pasa por P(3, —5). 

b) L pasa por P(—1, —4) y tiene una pendiente 1 

с) L pasa por М(4,2) y tiene un ángulo de intersección de 1350, 

d) L pasa por N(1,5) y es paralela a la recta: L4 = 2x + y = 10. 

е) L pasa por $(—2,4) y es perpendicular a la recta: L4 = x + 2y = 17. 

Solución 


a) La recta pedida es y = —5, tiene pendiente т = 0; corresponde a una función 
constante (ver Figura 7). 


үн 


Р(0,-5) 
Figura 7. К есбау=—5;т=0 


! 1 ке - 
b) En este caso, la recta L tiene pendiente m — 5 (positiva). Su ecuación es la 


siguiente: 


+4- (ей) 2 
жи шингэн 


La recta pasa por los puntos (o, - 2) y (7,0) correspondientes a los puntos de 


intersección con los ejes. La representación gráfica corresponde a la Figura 8. 


^y 


Figura 8. Recta que pasa por P(—1,—4),m — 5 
с) Еп este caso, la pendiente es m = tg(135?) = —1. 


Su ecuación es у – 2 = —1(x + 4); y 2 —x +6. 


Los puntos de corte con los ejes, son (6,0) y (0,6) (ver Figura 9). 


Figura 9. Representación gráfica de la ecuación y = —x +6 


d) De la ecuación de la recta 2x + y = 10 se tiene que y = —2x + 10, con lo cual, 
m — —2 (ver Figura 10) 


La recta que se pide, tiene pendiente т = —2 y debe pasar por el punto 
N (1,5), entonces su ecuación es la siguiente: y — 5 = —2(x + 1); y = -2x + 
7. 


ye 


814) 
Figura 10. Recta que pasa рог N(1,5) y es paralela а la recta: L4 = 2х + y = 10 


e) La recta pedida L, es perpendicular a la recta x + 2y = 17, ó sea y = — x + Z, 


La pendiente de L, es entonces m = 2. 


Su ecuación es y — 4 = 2(x + 2); y = 2x + 8 (ver Figura 11). 


Р(-4,0 
Figura 11. Recta pasa por S(—2,4) y es perpendicular a la recta: L4 = x + 2y = 17. 
Ejemplo 4 


Lalongitud L (en cm) deuna varilla de cobre, es una función lineal de su temperatura 
en grados Celsius С. Si L = 124.942 cuando C = 20 y L = 125.134 cuando C = 110; 
expresar L en términos en C. 


Solución: 


Si L es función de C, entonces, los puntos de la recta que relaciona estas magnitudes, 


son de la forma (СЕК Еп este Caso, los puntos son: 
P(20,124.942) y Q(110, 125.134). 
La pendiente de la recta es: 


AL 125.134 — 124.942 0,192 12 


НЫ АС. di10-20 90 5623 
Al considerar el punto P, la ecuación de la recta es: 


12 г: 70255875 
5625 562500 


Al realizar las operaciones, finalmente se obtiene la expresión lineal: 


L — 124.942 = 2 (C — 20) ;obienL = 
: = $625 ;obienL = 


L = 0,00213C + 124.899. 
Ejemplo 5 
Considerar la ecuación general de la recta L, definida como 3x + 2y — 6 = 0: 
1) Graficar L. 


2) Determinar los ángulos internos del triángulo rectángulo que determina L con 
los ejes coordenados en el primer cuadrante. 


3) Determinar el área del triángulo. 
Solución: 


1) Dado que dos puntos determinan una recta, se encuentra los interceptos con los 
ejes, así: 


x20 = 2y-6=0;y=3 = (0,3) punto intersección con el eje y. 
y=0 = 3x-6=0; x=2 = (2,0) punto intersección con el eje х. 


2) De la selección 3x + 2y — 6 = 0, se obtiene la ecuación Pendiente-Intersección, 
como sigue: 


— 
yx 


La pendiente es: 


22 t E = 123941! 
m = „ида = а= Е 


Entonces а! = 180? — 56°18”. 
El ángulo en el origen del sistema de coordenadas, 0 es: 909, entonces: 
В = 180? — (90? + 56918") = 33?42'. 


De esta manera, los ángulos interiores son 33042”, 56%18' y 900. 


3) Área = 5(2)(3) zd. 


3x+2y-6=0 


Figura 12. Recta 3x + 2y — 6 = 0. 


EJERCICIOS 1.1 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


Tres puntos А, В y C, están en una misma recta si y solo si, la pendiente de AB es 
igual a la pendiente de BC. Teniendo en cuenta este principio, determinar si los 
tres puntos están o no están en la misma recta. Realizar la gráfica. 


a) А(-1,-2); B(2,1); С(4,3). 
b) А(—2,5); B(23); C(8,0). 

c) А(—1,6); В(12); C(4,-2). 
d) А(—3,2); В(1,6); C(8,14). 


Utilizar el concepto de pendiente para demostrar que, los cuatro puntos dados, 
son los vértices de un paralelogramo. Realizar la gráfica. 


а) А(-1,3); B(50) C(74); D(1,7). 
b) А(7,—1); В(—2,2); С(14); D(10,). 


Mostrar que los tres puntos dados, son los vértices de un triángulo rectángulo. 
Realizar la gráfica. 


a) А(—2,—1); В(2,7); C(4,-4). 
b) А(6,—1); В(2,3); C(=3,2). 


Los puntos A(—1,6); B(0,0); C(3,1), son 3 vértices consecutivas de un 
paralelogramo. Determinar el cuarto vértice y graficar. 


Mostrar que las diagonales del paralelogramo del problema 4, se bisecan entre 
sí. 


6) La temperatura Fahrenheit F у la temperatura absoluta К, satisfacen una 
ecuación lineal. Si К = 273,16 cuando F = 32; y К = 373,16 cuando F = 212. 
Expresar К en términos de F. Cuál es el valor de F cuando К = 0. Realizar la 


gráfica. 


7) Se prevé que en la década del 2000, crezca el námero de mujeres en la fuerza de 
trabajo. Un consultor de pronósticos, se sirve de la ecuación N = 9,6 + 0,20t 
para producir el número de mujeres entre 35 y 44 años de edad, que estarán en 
la fuerza de trabajo. En este caso, N es el número de mujeres entre 35 y 44 años 
medida en millones y t indica el tiempo medido en aíios a partir de 1991. (t — 0 
corresponde a 1911). 


a) Interpretar el significado de pendiente e intersección. 


b) Predecir el número de mujeres de este grupo de edad, que pertenecerán a la 
fuerza laboral en 2008, 2010 y 2015. 


C) Trazar la gráfica. 
1.2 FUNCIÓN CUADRÁTICA 


La función cuadrática, es una función real, de la forma: 
f: RR 
xe y-ax?-tbx-c, а + 0 


La representación gráfica de la función cuadrática, es una parábola. Рага trazarla, se 
debe tener en cuenta el signo del coeficiente а, así: 


Sia > 0 entonces, la parábola se abre hacia arriba. 
Si a « 0 entonces, la parábola se abre hacia abajo. 


El vértice de la parábola, es el valor máximo o mínimo de la función cuadrática. Para 
a > 0, el vértice es mínimo y si a < 0, el vértice es máximo. (ver Figura 13 y Figura 
14). 

b 4ас- >) 


Las coordenadas del vértice, son en cualquier caso V (- 52202 
а а 


El punto de intersección de la parábola con el eje y es (0, b). 


Finalmente, los puntos de intersección con el eje x, silas tiene, se calculan al resolver 
la ecuación cuadrática ax? + bx + c = 0. 


En la Figura 13, se puede ver una parábola que tiene en V un mínimo, pasa por (0, Б) 
у la ecuación cuadrática tiene dos raíces rj y тъ; por otra parte, en la Figura 14, V es 
un máximo y tiene dos puntos de intersección con el eje x, correspondiente a las 
raíces ry y n. 


Figura 13. Parábola соп а > 0; vértice punto mínimo. 


Figura 14. Parábola con a < 0; vértice punto máximo. 


En la Figura 15 y Figura 16, se muestra dos parábolas que no tienen puntos de 
intersección con el eje x, por lo cual, las ecuaciones cuadráticas ax? + bx + c = 0 по 
tienen raíces reales, sino complejas. 


En cualquiera de los dos casos, se observa que las parábolas son simétricas con 
respecto a una recta imaginaria que pasa por el vértice y es paralela al eje y. Por 
tanto, para trazar una parábola a "mano alzada" sin recurrir a la tabulación, se 
pueden utilizar los siguientes criterios: 


a) а> 0,1а parábola se abre hacia arriba y si a < 0, se abre hacia abajo. 
b) Pasa por el punto (0, b). 


m b 4ac-b? 
c) El vértice es V (- —i кас. 
2а” 4а 


d) Analizar simetría. 


е) Adoptar una escala conveniente. 


Figura 16. Parábola con a»0; sin raíces reales. 


Ejemplo 1 


Trazar las gráficas de las siguientes parábolas: 


1) у=х?—х— 6. 


2) Зу = 4x - x? + 8. 


3) у=;х®+х+1. 


Solución: 


1) у= x? — х — 6. Еп este caso, а = 1, b = —1, c = —6. 


Сото а = 1 > 0, la parábola se abre hacia arriba. 
La parábola pasa por (0, —6). 
Coordenadas del vértice 


b (р 1 


“2а 20) 2 


4accb? 4()(-69-(-1? 25 
4а AD 4^ 


22 1 25 
Vértice: V С, = 2) 
2' 4 
El vértice constituye un punto mínimo de la parábola. 


е Intersección con el eje x 


Resolver la ecuación cuadrática x? — x — 6 = 0 =» (х – 3)(х +2) = 0. 


Por tanto, x = 3 ox =-2. 


La parábola correspondiente, se representa en la Figura 17. 


Figura 17. Parábola con a > 0 y raíces reales 


2) Зу = 4х – х? +8 


Е ра 2 Е атта 28 
du 1. Lm 
Como а= -i < 0, la parábola se abre hacia abajo. 


e Pasa por el punto (0, 5), 


е Coordenadas de vértice 


bo 3 ж-е CA) 


CE 


Vértice: V(2,4). 


El vértice, constituye un punto máximo de la parábola. 


e Intersección con el eje x 


- 2 1 4 8 
Resolver la ecuación cuadrática — а + ;* + 27 0; х2 – 4х -8 = 0; 


x 


Por tanto, las raíces son x4 = 2 + V12 = 5,46 y x; = 2 — ү12 = —1,46. 


La parábola correspondiente, se presenta en la Figura 18. 


2 


Figura 18. Parábola соп a « 0 y raíces reales. 


 4t/16432 4%У48 


, 


2 


V (2,4) 


5 
3 


3) у=;х®+х+1 en este caso а = 7; b=1; 


Como a = 2 > 0, los lazos de la parábola se abren hacia arriba. 


La parábola pasa por el punto (0,1). 


Intersección con el eje x: 


Resolver la ecuación cuadrática: 


1 
z% +х+1= 0; x? + 2х +2 = 0. 


a6 == 


2 


| -2£y4-8 


J 


x=-1+2i 


Intersección con el eje x 


Como la ecuación cuadrática no tiene raíces reales, es decir, son complejas, la 


curva no intercepta al eje x. 


Coordenadas del vértice 


4a 


ЕС. 


; х=2+у12. 


C = 1. 


1 
Vértice: V (+ 2) . 
2 
El vértice, constituye un punto mínimo de la parábola. 


La gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 19. 


Figura 19. Parábola con a>0 y raíces complejas. 
Ejemplo 2 
Determinar la ecuación de la función cuadrática, que pasa por los puntos A(2, —3), 
B(—2,1) y C(4, -2). 
Solución: 
La ecuación de la función cuadrática, viene de la forma y — ax? + bx + c, en donde 


a, b y c son coeficientes, por el momento desconocidos. Los puntos А, B y C deben 
satisfacer tal ecuación, así: 


A(2, -3; —3 = 22)? + 2b +с; 4a + 2b + c = —3. (1) 
De la misma forma, 

А(—2,1); 1 = а(-2)2 + (-2)b + c;j4a — 2b +c = 1. (2) 
Y finalmente, 

A(4, 2); -2 = 2(4)2 + 4b + c; 16a + 4b t c = —2. (3) 


Las ecuaciones (1), (2) y (3) forman un sistema lineal de ecuaciones 3 х 3: 


да + 2b + c = —3 
4a —2b + с 1 
16a + 4b + c = -2 


Al resolver el sistema, se obtiene: 


En consecuencia, la ecuación de la función cuadrática es: 


у= 4х? -х- 2. 


La Figura 20, contiene la representación gráfica correspondiente. 


Figura 20. Parábola conocidos tres puntos de la misma. 


EJERCICIOS 1.2 


1) 


2) 


3) 


4) 


Trazar los gráficos de las siguientes funciones cuadráticas: 
a) y = 25x? + 8x — 12. 


b) у= –5х2 +24х. 
іі: 2102Ж 

с) е Зах 

d) у= 01x? — 0.01x + 1. 


Determinar las ecuaciones de las funciones cuadráticas, que pasan por los 
puntos dados, y trazar sus gráficas. 


b) 4(1,2); В(-5,-64); C(3,—8). 
La ecuación estándar de la función cuadrática dada y = ax? + bx +c 
es y = а(х + h)? + k, donde el punto (h, К) es el vértice de la parábola. 


b 4ac—b? 
Mostrar que h ---;К- : 
2a 4a 


La población de peces de ип lago, obedece а Ја función 
P(t) = 10000(50 + 23t — t?), t en afios, a partir del 1 de enero de 2020, fecha 
en la que se estimó la población por primera vez. 
a) Para qué айо se tendrá la máxima población. 


b) Población estimada al cabo del 4 afio y en 12 afios. 


c) ¿En qué año, la población de peces será la misma de enero 1 de 2020? 
Grafique y saque conclusiones. 


1.3 FUNCIÓN POLINÓMICA 


Una función polinómica de variable "x" se define como sigue: 
f: RR 
xo y = f(x) = ao + qx + + ах" 

Donde ay, 4,X,***, an son números reales, а, + 0. 


El mayor entero positivo n, tal que a, + 0, se denomina grado de la función 
polinómica y los a;, se llaman coeficientes. 


El real r es raíz o cero de la función polinómica f (x), si f (r) = 0. 

Por ejemplo, sea f (x)2x? — 2x? — x +2. 

Se tiene que: 

FQ)=2*-20)-2+2=8-8-2+2=0. 

Entonces 2 es raíz o cero de f(x). 

1.3.1 Teorema del residuo 

Si f(x) es un polinomio de grado n, entonces, el residuo de dividir f(x) entre x — b 
es f (b). 

Demostración: 


Sea f(x) = ах + ax" ^! +- +an, a, £0, x ER, un polinomio de grado n. 
Entonces, 


f(b) = aob” + a,b" +-+ an; 
f €) – f (b) = ag(x* — b") + a (x^^! — p^71) + -+ аъ 4x — Б). 
Al desarrollar las diferencias de potencias se tiene: 


Р(х) — f (b) = ag(x — b)(x"^! + bx"? +... + pil) 
+ а(х — b)(x"7? + bx" 3 +- + b?) +. + 


Se factoriza (x — b) en cada sumando: 

f(x) — f(b) = (x — b)g(x); donde g(x) es un polinomio de grado n — 1. 
De aquí se obtiene: 

f(x) = (x — b)g(x) + f (b). 
Esto significa que el resto de dividir f (x) entre x — b es, en efecto, f (b). 
Ejemplo 
Sean f (x) = 5x? + 4x? — 3x + 10 y el binomio (x — 1). 


El resto de dividir f (x) entre (x — 1) es: 


f (1) =503 + 4(1)2 — 3(1) 10 2 5 4 — 3 + 10 = 16. 


Por lo tanto, el residuo es f (1) = 16. 
1.3.2 Teorema del factor 


Sea f (x) una función polinómica de grado n; (x — т) es un factor f(x) © f(r) = 
0. 


Demostración: 


(>) Sea (x — т) factor de f (x), entonces f (x) = (x — r)g(x) + 0, pues (x — г) es 
factor. Por lo cual, f (r) = 0. 


(€) Sea f (т) = 0. Por teorema del residuo: 
Р(х) = (x-r)g(x) + (0); О) = (x— тда(х) + 0; f(x) = x — r)g(x). 


Esto indica que (x — r) es un factor de f (x). 
1.3.3 Teorema de las raíces racionales de una función polinómica 


Sea f(x)-aQ,x"-ra,4x"!----ag а + 0; aj€ Z un polinomio соп 


coeficientes enteros y sea - € Q. 


Si es un cero (una raíz) de f (x), entonces, p es factor de a, y q es factor de ад. 


Demostración: 


СЕКСКЕ ЕЕ 


Puesto que se supone que es raíz de f (x), entonces, 


p" р"! р 
аһ (5) + An-1 БЭ + +a (9 +ау=0; 


app” as, 1 +: +a1q* *p+agq" _ 
q” р 
anp” + ал190" +- + а р + а" = 0; 


0; 


ац-14р" | + ад? pctagq"--—asp". (1) 


En la relación (1), se observa que, q está presente en todos los términos del lado 
izquierdo; entonces, divide el termino —a,p” y por consiguiente q divide a ад, 


puesto que q no divide a p, por el supuesto que я es irreductible. 


Análogamente, la relación (1) se puede escribir como sigue: 


anp” + à, 4qp* + +: + а" 1p = -agq". (2) 


En la relación (2), el factor p está en todos los sumandos de la parte izquierda, lo que 
implica que p divide al termino —agq"; por lo cual, p divide a ag puesto que p по 
divide a q. 


1.3.4 Gráfica de la función polinómica 
Para trazar de manera aproximada la curva correspondiente a la función 


polinómica, se debe tener en cuenta los siguientes criterios: 


a) Dado que el dominio de definición de la función polinómica son los reales, 
entonces la curva se desarrolla en R?. 


b) Los interceptos con los ejes se obtienen así: con el eje y, es el punto (0, ay); con 
el eje x, corresponden a los ceros o raíces de la función polinómica, siempre y 
cuando sean nümeros reales. En este caso, se tabulan algunos valores a la 
derecha e izquierda de cada raíz, para obtener puntos de la curva. 


с) En el caso de que no tenga raíces reales, se procede a tabular algunos valores. 


d) En cualquiera de los casos, es conveniente adoptar una escala apropiada. 


Nota: 


Parra llevar a cabo un trazo más preciso de la función polinómica, se recurre al 
cálculo diferencial, en lo referente a la obtención de máximos, mínimos, intervalos 
de crecimiento y decrecimiento y concavidad. En el capítulo correspondiente, se 
tratará este tema, con más profundidad. 


Ejemplo 1 

Trazar aproximadamente la gráfica de la siguiente función polinómica: 
y = x? + 4x? — 5x. 

Solución: 

a) La gráfica de la función polinómica, pasa por (0,0). 


b) Losceros dela función (raíces dela ecuación polinómica), se obtienen al resolver 
la ecuación: x? + 4x? — 5x = 0. 


X? +ф4х2 —5x 20 > x(x?+4x-5)=0 ә х(х + 5)(х- 1) = 0. 


Por lo tanto, las raíces de la ecuación polinómica son: х = 0, x = —5, х = 1. 


En consecuencia, la curva intercepta al eje X, en los puntos x 20; x 2—5; x = 
1. 


c) Se determina algunos valores de la función, localizados entre las raíces o 
cercanas, a izquierda y derecha de ellos, así: 


e у(-3) = (-3)3 + 4(-3)? – 5(-3) = -27 + 36 + 15 = 24. 
e y(—6) = (-6)? + 4(-6)? — 5(—6) = —216 + 144 + 30 = -42. 
e у(-1) = (-1)3+4(-1)2-5(-1) = -1+4+4 = 8. 
'›@=@'++@'-5@=+1-1=-® 
е у(2) = (2)? + 4(2)? — 5(2) = 8 + 16 — 10 = 14. 

La gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 21. 


^y 


128 / 
А : 
y=x"+4x" -5x 


/ 


118 


Figura 21. Gráfica de una función polinómica de grado 3 conocidas tres raíces. 
Ejemplo 2 
Trazar aproximadamente la gráfica de la función polinómica y = x? + 2x? + 4. 
Solución: 
a) Lacurva se intercepta con el eje Y en el punto (0,4). 


b) Coneleje x se explora la posibilidad de que tenga raíces racionales. Al aplicar el 
teorema de las raíces racionales, se puede constatar que las posibles raíces son: 


El; 2; +4. 
Con las posibles raíces racionales, se aplica el Teorema del Residuo: 


У(0) = 4; у(1) 27; у(-1) = 5; y(2) = 20; у(-2) = 4; y(4) = 100; 
у(—4) = —28. 


Se concluye entonces, que la función polinómica dada, no tiene raíces racionales. 


Nótese que y(—3) = —5; esto significa que, entre x = —3 y х = —2, existe una raíz 
real. 


En efecto, para x = —2,595 se cumple que y(—2,595) = 0,1o cual significa, que una 


raíz aproximada de la ecuación polinómica dada, es: x = —2,595. 


En la Figura 22, se presenta la gráfica correspondiente. 


ужх? +22 +4 


Y 


Figura 22. Representación gráfica aproximada de una función polinómica de grado 3. 
Ejemplo 3 
Considerar р(х) = x? - 3x? — kx? – 2х+1 y 4Од-х- > 
Determinar el valor de k, para que resulte exacta la división de p(x) entre q(x). 
Solución: 


1 | 
q(x)2x- 2 es factor, es decir, se cumple que: 


5 3 2 


«0-9 30 «9 92 


Por consiguiente, x — 2 es un cero de la siguiente función polinómica: 
11 
р(х) = х? 3x? 0 2x4 1. 


En efecto, p () - 0. 
Ejemplo 4 


En forma aproximada, trazar la gráfica de la función f(x) = 32x? — 48x? + 22x — 
3. 


Solución: 


Para trazar aproximadamente la curva correspondiente a esta función polinómica, 
se tiene en cuenta el Teorema de las Raíces Racionales y la observación 
correspondiente, relacionada con la adopción de una escala conveniente. 


De acuerdo al precitado teorema, las posibles raíces racionales son: 


Aplicar el Teorema del Residuo a algunas raíces potenciales, se obtiene: 


. г())-з2()) - 49D) «22(0) -3=0; x =; esraíz 
1 1 


ы 9-з() -ө() жа()-3-о х = 1 es raíz. 


° 10) Е 32 (5) –48(2) +22 (2) -з = 0; х=? es raíz. 
Í 


y =32x* -48x? +22х-3 


Figura 23. Representación gráfica aproximada de una función polinómica de grado 3. 


Observe, que las raíces son racionales positivas y curiosamente están en progresión 
aritmética. 


La gráfica pasa por el punto (0, —3). 


La representación gráfica corresponde a la figura anterior. 
EJERCICIOS 1.3 


1) Definir la función polinómica, cuyos ceros son los indicados a continuación: 


2 3 
a) 313429. 


b) 1;—1. 

с) 2;2;—2;—2;0. 

d) 0,375;—1,275; +0,5. 
e) a+b;a—b;a;-—b. 


2) Trazar aproximadamente las gráficas de las funciones polinómicas que siguen; 
además, realice una descripción de cada una de ellas: 
а) y=x*+x?+1. 


Бру 41, 


с) fux)ex*-x^-1 
d) y 2 4x? + 10x? — 23x + 6. 


e) y = 24x? + 46x? + 9x +9. 
f) y 2 xt + 2х3 — 2x? — 8x +8. 


1.4 FUNCIÓN RACIONAL 


Una función racional, es de la forma f(x) = m donde p(x), q(x) son funciones 


polinómicas; se supone que p(x) y q(x) no tienen factores comunes y además 
а(х) + 0. 


En las siguientes líneas, se grafican algunas funciones racionales. Еп el capítulo 
dedicado a la graficación de funciones, se amplía el tema relacionado con funciones 
racionales. 


Ejemplo 1 

Graficar f (x) — zi а> 0. 

Solución: 

Cuando x > 07, f(x) > “о; cuando x > 07, f(x) > —oo, 


Cuando x > +оо, f(x) > 0; cuando x > —oo, f(x) ә 0. 


En seguida, se tabulan algunos valores de la función, teniendo en cuenta que х # 0. 


x 1 2 4 10 : 3 2 
2 5 10 

Е - ы 2 5 10 

f(x) a 2 1 10 а а а 
x —1 -2 —4 —10 да me 2 
2 5 10 

- - - 2 5 10 
fo) —a => C 10 —2a —5a —10a 


Notas: 
1) La curva, denominada hipérbola equilátera, se desarrolla en el primer y tercer 
cuadrante debido a que a > 0. 


2) Los ejes cartesianos son asíntotas; esto es: х = 0, constituye una asíntota 
vertical, y = 0 constituye una asíntota horizontal. 


3) La función es decreciente en (—oo, 0) y (0, оо). 


4) Lacurva es simétrica respecto al origen de coordenadas. 
5) Sia < 0, la hipérbola equilátera se desarrolla en el segundo y cuarto cuadrante. 


La Figura 24 corresponde a la representación cartesiana de la función dada, para 
а> 0. 


Figura 24. Gráfica de una función racional: у = 2 а> 0. 


Ejemplo 2 
Trazar la gráfica de la función: 


1—2х 
х—17 


f(x) = 
Solución: 
En este caso: x — 1 # 0; por lo tanto x = 1 es азота vertical. 


La siguiente ecuación expresa y en términos de x: 


1-2x 
уз 


(4) 


х—1 
Ahora, se expresa x en términos de y, así: 
(х—1)у=1—2х; ху—у=1—2х;ху+2х=у+1; х(у+2)=у+1; 


_у+1 


к= ып (В) 


En consecuencia, se debe cumplir que y + 2 +0; y 4-2. 
Por lo cual, y = —2 es una asíntota horizontal. 

е Intersección con los ejes: 

De la relación (A): 


біх-0;у--1 implica que (0,1), es un punto de intersección con el eje 
y. 


De la relación (B): 


у=0;х= 2 implica que С, 0), es un punto de intersección con el eje x. 
Por otra parte: 

Cuando x — 1*, y — +оо; cuando x — 17 , y — —oo. 

Cuando x >> oo, y — —2; cuando x — —00, y — -2. 


Algunos puntos de la hipérbola, son: 


Six=3;y= Ix» = -2 implica que (3, = 2) pertenece a la curva. 
"TEE И 21-20) _ 2 _ ; | 3 
Six- у= Dm ERE -4 implica que (5, -4) pertenece а la 


curva (ver Figura 25). 


T 


Figura 25. Gráfica de la función: f (x) — 


-2Х 

х-1 

e La curva es simétrica con respecto al punto (1, —2). 

e Lafunción es creciente en (—оо, 1) y (1, оо). 

La representación gráfica, se presenta en la Figura 25. 

Ejemplo 3 

En una institución de recuperación terapéutica, se aplica la función racional: 


50000x 


Ши 
(X) = 320 —x 


Donde C(x) es la función que calcula el costo en pesos del programa terapéutico, en 
función del porcentaje de funcionalidad recuperada. 

1) Calcular el costo de la terapia, para lograr una recuperación del 2096 y 50%. 

2) Para un pago de $100.000, ¿qué porcentaje de recuperación se ha obtenido? 


Solución: 


1) Costo para una recuperación del 20%: 


_ 50000(20) | 
Coe 120-20 ^ $10.000. 


Costo para una recuperación del 5096: C(x) — M — $35.714,28. 


2) Paraun costo de $100.000, se averigua el porcentaje de recuperación así 


50.000x 
100.000 — 7025: 100.000(120 — х) = 50000x; 


12.000.000 — 1000000x — 50000x; 150.000x — 12.000.000; 


12.000.000 | 
= AEN. 8096 . (ver Figura 26). 


> 
% Recuperación 


Figura 26. Representación gráfica de la función.C(x) = € 


EJERCICIOS 1.4 


1) Trazar con todo el detalle, los gráficos de las funciones racionales 
2x —4 


x—1 2x + 6 x 
x 


YUxx2)7 7 -6xv3 V" 2x-4* 
ЕР renn. n, _ @Х+Р 
2) Seala función homográfica: у = 200 


Realizar un análisis para llevar a cabo su gráfica, para diferentes situaciones de 


a,b,c,d. 
3) La población de conejos de una granja, obedece a la ley: 
3000t 
t+1 


J 


P(t) = 


Determinar: 


a) Población al cabo de 6 meses. 


> 0 representa el tiempo en meses, desde el principio de año. 


b) ;Cuántos meses deben transcurrir para tener una población de 2700 


conejos? 
c) Después de un largo tiempo, ¿Cuál será la población de conejos? Graficar y 
sacar conclusiones. 


1.5 FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO 


La función valor absoluto, es una función real definida como sigue: 
f:R > R* uf(0) 
x > y = |x] 

donde: 


x віх>0 
ИБ! 
—x віх<0 


El valor absoluto, está relacionado directamente con las nociones de magnitud, 
distancia y norma, en diferentes contextos matemáticos y físicos. 


AY 


Figura 27. Función valor absoluto. 


La gráfica f (x) = |x| se puede visualizar en la Figura 27. Observe que, la gráfica está 
por encima del eje x y corresponde a las funciones lineales y =x; y = —x. 


También se puede definir el valor absoluto como |х| = vx?. 


Es interesante trazar y analizar los gráficos de las funciones, cuando en ellos aparece 
el valor absoluto. 


Ejemplo 1 

Graficar las siguientes funciones: 
1) у= |2x - 1. 

2) у= 2lx| - 1. 

з) y= | x5 


4) у= x? – |х| — 5. 


Solución: 


| | 2x — 1, six 2l 
1) y = |2x — 1| = 
—2х +1, six«z 


En la Figura 28, se ilustra la gráfica respectiva. 


Figura 28. Representación gráfica de y — |2x — 1| 


2) -abp-1s| 2x —1, віх>0 ————— 2 біх>0 
у= “12(-х)-1, six«o ПР 71.5.4, six«0 


Observe que, el valor absoluto opera únicamente sobre x. 


La Figura 29, muestra la representación cartesiana de la función y — 2|x| — 1. 


Figura 29. Representación gráfica de y = 2|x| — 1 


2 | v2 
x^—x-—5, si х-х-5>0 

3) у-і|х2-х-5 E : I 

) у= | | —(x?—x—5), si х2-х-5<0 

La función y = x? — x — 5 es cuadrática. 

Las raíces de la ecuación, son: x = 3 y х = -2. 


Por lo tanto, se puede escribir: 


х2-х-5, si x>36x<-2 


= 2_ — = 
м.а: ҒЫ si -2<х<3 


La representación gráfica de la función у = |x? — x — 5| se muestra en la Figura 30. 


Figura 30. Gráfica de f(x) = |х? — x — 5| 
4) =x? 5 [57555 si xz0 , тил. si x 20 
У х2-(-х)-5, віх<0 7 х2 +х-5, віх<0 


En el intervalo [0, oo), tiene validez y sentido la parábola y = x? — x — 5, para la cual, 
una raíz de la ecuación polinómica es x — 3. 


En el intervalo (—oo, 0], está definida la parábola de ecuación y = x? + x — 5 con una 
raíz x — —3.La Figura 31, corresponde a la representación gráfica respectiva. 


Figura 31.Representación gráfica de f (x) = x? — |x| — 5. 


EJERCICIOS 1.5 


Con todo el detalle, trazar la gráfica de las siguientes funciones: 
1) y = |4x — 11]. 

2) 2ly| 2x +5. 

3) |4x – Зу + 12| = y — 1. 


4) у= 2х2 + 8x — 4]. 


5) у= 2x? +8lx] — 4. 
1.6 FUNCIÓN EXPONENCIAL Y FUNCIÓN LOGARÍTMICA 


1.6.1 Función exponencial 


Una función exponencial se define, así: 
ГК >R* 
хҥ+›у=а* 
El valor a se llama base de la función exponencial, el cual cumple que:a > 0 уа + 


1. 


Ejemplos de funciones exponenciales son: y = 4*1; у = () у=5(1+ Jy. 
Observe que, en los casos mencionados, la base es un nümero positivo. 

Para realizar la gráfica de la función exponencial, se consideran dos casos: 

a) a» 1. 


b) 0<а<1. 


Ejemplo 1 


Trazar las gráficas de las funciones exponenciales: 


Solución: 
a] у=2* 


Se recurre inicialmente a encontrar puntos (x, y) que pertenecen a la curva, para lo 
cual, se construye una tabla como la siguiente: 


х -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 
1 1 1 1 
2* E - = = 1 2 4 8 16 
16 8 4 16 
Propiedades: 


e Los valores de la función son positivos, de manera que, el rango de la función 
es R*. 


е Lafunción es siempre creciente. 

e Pasa por (0,1). 

e Eleje“x” es asíntota en las cercanías de —oo. 
e Мо Пепе ceros. 


La Figura 32. Función exponencial f(x) = 2* corresponde a la gráfica de la 
función dada. 


Figura 32. Función exponencial f(x) = 2* 


1 x 
5 у= (5). 
Análogamente, como en el caso anterior, se procede a tabular algunos valores de la 
curva: 
x —4 -3 2-2 -1 0 1 2 3 4 
ET 16 8 4 2 1 E 3 5 ES 
2% 2 4 8 16 
Propiedades: 


e Todos los valores de la función son positivos. 
e [а función es siempre decreciente. 

e Pasa por el punto (0,1). 

e Eleje x es asíntota en las cercanías de oo. 

е Notiene ceros (no intercepta al eje x). 


La gráfica correspondiente, está representada en la Figura 33. 


1 x 
Figura 33. Función exponencial f (x) — (5) 
Ejemplo 2 
Graficar f (x) = 1 +2* y g(x)-2-2* 
Solución: 


A partir de la gráfica y = 2*, se pueden trazar a “mano alzada” las funciones 


mencionadas anteriormente. 


Figura 34. Función exponencial f (x) = 1 + 2* 
Para el caso f (x) = 1 + 2*,se trata de la función f (x) = 2* aumentada una unidad. 
Larecta y — 1 es una asíntota horizontal de la gráfica (ver Figura 34). 


Para g(x) = —2*, se puede ver que la función es negativa; esto es, todos los valores 


son negativos. 


y — O (Eje x) constituye una asíntota de la gráfica respectiva (ver Figura 35). 


Figura 35. Representación gráfica de g(x) = —2*. 


Cuando la base de la función exponencial, es el número e, se obtiene la función 
exponencial natural: y = f(x) = e*. 


Ejemplo 3 
Una mezcla está compuesta por solutos (sólidos) y solventes (líquidos). Si la 
cantidad de soluto, en libras, en un tanque, obedece a la siguiente ley: 
x(t) = 30 — 25678 ; Е medido en minutos, determinar lo siguiente: 
a) Cantidad de soluto al cabo de 10 minutos. 
b) Cantidad inicial de soluto (t — 0). 
c) Cantidad de soluto después de un largo tiempo. 
d) Graficar y sacar conclusiones. 
Solución: 
а) Al cabo de 10 minutos, se obtiene que x(10) = 30 — 2507300) = 26,5 libras. 
b) Para t =0, la cantidad de soluto iniciales x(0) = 30 — 256759 =30-25=5 
libras. 
с) Se analiza el comportamiento de x(t) para valores de t grandes. 
d) Por ejemplo: 
t — 20min — x(t) = 29,54. 
t = 30min = x(t) = 29,93. 
t = 60min — x(t) = 29,99. 


Se puede ver, que en la medida en que t aumenta, x(t) se aproxima a 30. Esto 
significa que x(t) — 30 es asíntota de la gráfica. 


La función que permite calcular la cantidad de soluto, es una función exponencial 


creciente, con x — 30 como asíntota horizontal (ver Figura 36). 


Lib | x(t) 


na 
"(Vw 


x(t)-30-25e 77 


1 


Figura 36. Representación gráfica de la función x(t) = 30-25е 5. 


t 
1.6.2 Función logarítmica 


La función logarítmica, es una función real numérica definida como: 
ГК >R* 
x кә y = 1одь(х) 


El valor b se llama base de la función logarítmica, el cual cumple que: b > 0 y b + 
1. 


Dado que la función exponencial y logarítmica son mutuamente inversas, se puede 
escribir: 


y-logy(x) © b? = x. 


De la equivalencia anterior, se puede ver, que el logaritmo es un exponente así, por 
ejemplo: 


logs(1) = 0; 59 + 1. 


2 
log (4) -3 83 — 4. 


ТИЕ 
092416) n ^ = те 


e Cuando la base de la función logarítmica es el número е, se define como 
Logaritmo Natural o Neperiano y se escribe: 


loge x = Іх. 


e Sila base es 10, se obtienen logaritmos decimales y se escribe: 


10010 x = logx. 


e Cuando зе resuelven ecuaciones exponenciales o logarítmicas, suelen expresarse 
logaritmos con base diferente a “e” o 10. En estos casos, se utiliza la expresión 
que sigue, para escribir logaritmos de cualquier base, en términos de logaritmos 


naturales: 
| _ Ina 
ogp A = тр А 
Ejemplo 1 


Graficar las funciones y = log; х; y = log1(x). 
2 


Solución: 
а) Para y = log, x, se tiene que 2" = х. 


A continuación, se indica algunos valores de la función y = log;(x). 


x : : = 1 2 3 4 
8 4 2 
Годох =3 -2 -1 0 1 2 3 
17 
Figura 37. Representación gráfica de la función f (x) = log; x; b > 1. 
Propiedades: 


e La función es creciente. 

e Tiene un cero (raíz) en x = 1. 

е Eleje “y” es asíntota con las cercanías de —oo, 
e Lafunción no está definida para valores x < 0. 


La Figura 37, contiene la representación de la función analizada. 


b) у= өй (y =x. 


En seguida, se presenta algunos puntos de la curva: 


1 1 
” : 3 ч 1 2 3 4 
8 4 2 
logix 3 2 1 0 zj -2 -3 
Propiedades: 


e La función es decreciente. 

e Tiene ип cero (raíz) en x = 1. 

е Eleje y es asíntota con las cercanías de oo. 

e Lafunción no está definida para valores x < 0. 


La representación correspondiente, se muestra en la Figura 38. 


Ж 
| (1,0 
| 
| 0<b<1 


Figura 38. Representación gráfica de f (x) = logi(x); 0 < b < 1. 
2 


Ejemplo 2 


Con todo detalle, trazar las gráficas de las siguientes funciones logarítmicas: 


a) у = 109,(х — 3). 


b) y-1-Inx. 
c) y =log(=x). 
Solución: 


a) y = 109,(х — 3). 
Esta función logarítmica, existe siempre que x — 3 > 0, es decir x > 3. 


En consecuencia x — 3 es asíntota vertical (ver Figura 39). 


Figura 39. Representación gráfica de f (x) = 1од›(х — 3) 


Por otra parte, la base 2 > 0, lo que indica que la función es creciente y se desarrolla 
ala derecha de la asíntota x — 3. 
El cero (raíz) de la función se encuentra cuando y = 0, es decir: 
1095(х -3) = 0; 20 = х – 3; 
х-3 = 1; x = 4 (raíz). (ver Figura 39) 
b) у= 1-1ах. 


En este caso, la referencia es el gráfico de la función у = — In x. Luego sumar una 
unidad. 


e  Lafunción es decreciente. 


«4.» 


e Eleje "y" es asíntota con las cercanías de оо. 
е Laintersección de la curva con el eje "x" se encuentra al resolver la ecuación 
1 — Inx = 0; Inx = 1;x = e (ver Figura 40). 


La representación gráfica de la función у = 1 — In x se muestra en la Figura 
40. 


Figura 40. Representación gráfica de la función f (x) = 1— In x 


c) 


Esta función existe siempre que —x > 0, es decir x « 0. Porlo tanto, x = 0 (eleje y), 


y = ln (=x) 


es asíntota a las cercanías de —oo (ver Figura 41). 


е Lafunción es decreciente. 
e Se desarrolla en todos los puntos del plano para los cuales х < 0. 
e El punto de corte con el eje x, se encuentra al resolver la ecuación 


In(-x) = 0 ;—x =e%-x=1;x =-1. 


y =In(-x) 


Figura 41. Representación gráfica de f (x) = ln(—x) 


Ejemplo 3 


La fórmula matemática financiera F = P(1 + r)" en donde 


P: es el valor presente del capital. 


r: tasa de interés del período. 


n: número de periodos. 


F: valor futuro; permite calcular el monto futuro de una inversión en las condiciones 


así expresadas. 


Con base en la fórmula, calcular: 


a) El valor futuro de una inversión de $5.800.000, a una tasa del 1,1% mensual por 
espacio de 8 meses. 

b) ¿Cuántos meses se requiere para que el capital aumente un 25%? 

c) ¿Qué tasa se debe aplicar para que el capital se duplique en un plazo de 48 
meses? 

Solución: 

a) Según los datos del problema: 


Р = $5.800.000, т = 1,190 = 0,0011, п = 8. 


Entonces el valor futuro es: 


F = 5.800.000(1 + 0,0011)? = $6.330.488,70. 

b) Elvalor futuro F es igual a 1,25P, entonces en la formula inicial se tiene que: 
1,25P = P(1 + 0,0011)". 
1,25 = (1 + 0,0011)". 


=j (125) = 190025) — 2039 
ia аттты 


Por tanto, al capital inicial de $5.800.000, a una tasa del 1,196 mensual, se convierte 
en 


5.800.000(1,25) = $7.250.000, al cabo de 20,39 meses. 
с) Para que el capital se duplique, en un plazo de 48 meses, se requiere: 


2(5.800.000) = 5.800.000(1 + 7)^? ; 
1 
ера ра = 2; 1+7 = 248; 


1 
r = 248 — 1 = 0,0145455334 ; 
r = 1,45455334. 
Se debe aplicar una tasa del 1,454533496 mensual, para que el capital inicial de 
$5.800.000.00, se duplique al cabo de 48 meses. 
EJERCICIOS 1.6 


1) Graficar las siguientes funciones exponenciales y logarítmicas: 


a) qe? Б) у= 275 +1 
5000 


=4= 2% = тээ 
с) y e d) y 0,5 + 9,5е-0,04х 


3x —2 
e) 2y -In(1— x) Р) y - leg С) 
g) у= 4 – 1р (2х – 7) 
2) Resolver las ecuaciones: 


Е 
a) 72 = 517* 


20 
) 1+ег 


с) log;(x? -x -2) 22 


d) 21og x = 1092 + log (3x — 4) 


3) La fórmula de crecimiento natural de una población de individuos, es 


dependiente del tiempo, y se escribe como: 
P(t) = Poet! 
donde: 
Ро: es la población inicial para t = 0. 
k: tasa de crecimiento relativa. 
t: tiempo en las unidades convenientes. 


Si la población mundial para 1995 era de 5.700 millones y la tasa de crecimiento 
relativa era del 2% anual y asumiendo que la población sigue creciendo a esa tasa, 
calcular: 


a) Población estimada para el año 2010. 
b) Población estimada para el año 1980. 
c) En qué año se tendría una población aproximada de 6.000 millones. 


d) Graficar y sacar conclusiones. 
1.7 FUNCIONES A TROZOS 


Una función real definida a trozos, es aquella cuya definición o regla de 
correspondencia, cambia en dependencia de la variable independiente. En este caso, 
la variable real x, esta definida en diferentes dominios disjuntos. Este tipo de 
funciones se les conoce también, como función multipartes, función por pedazos o 
también como función seccionada. 


Concretamente, una función f es definida a trozos, si su regla de asignación es 
diferente para al menos dos valores de la variable independiente. 


Por ejemplo, la función valor absoluto es, en el fondo, una función a trozos. 


Recuérdese que se escribe como: 


xsi х> 0 
ра) == n 2 


Aquí, cuando х € (0, со) la función es f,(x) = х. 
Para x € (—oo, 0) la función es f; (х) = —x. 


Nótese además que, para f(x), el dominio es [0, со) y para f; (х) es (—oo, 0). Estos 
dos conjuntos (subdominios) son disjuntos. 


Además (—oo, 0) u [0,со) = R. 


Ejemplo 1 


Trazar la función definida a trozos, determina los subdominios y el dominio: 


—x +2 si x €-1 
Р(х) =4-1 si - 1«x«1 
x?—2x si x21 


Solución: 
En (—oo, 1] se trata de la función lineal fı (x) = —x + 2. 
En (-1,1) se tiene la función constante f;(x) = —1. 


En |1, оо) la función definida es una parábola, f¿(x) = x? — 2х 


Los subdominios, son: 


Df, = (+0, —1] 
Df = (—1,1) 
Рз = [1,оо) 


Por tanto, el dominio de la función dada es: 


La representación gráfica de la función analizada, se muestra en el la Figura 42. 


tx 


Figura 42. Representación gráfica de una función definida a trozos. 
Ejemplo 2 
Graficar y determinar subdominios para la función multipartes definida como sigue: 


2-**1 si y —1 
FG) =41 si -1«x«1 
lnx si x>1 


Solución: 
En la Figura 43, se puede ver la función multipartes f(x). 


En el intervalo (—oo, —1] es definida la función exponencial creciente f; (х) = 27471, 


En el intervalo (-1,1) se tiene la función constante f(x) = 1. 
En el intervalo [1, oo) se define la función creciente /1(х) = In x. 
Df, = (—®,—1]; рр = (—1,1); Ds = [1, о). 
D=Df оррорђ = К. 


Figura 43. Función definida a trozos: fı (x) = 2*3; р(х) = 1; fa(x) = lnx; 


Ejemplo 3 


Una empresa de transporte urbano, cobra $1.000 por el primer kilómetro o fracción 
y $500 por cada kilómetro adicional o fracción. Expresar el costo en pesos, de un 
recorrido como función de la distancia "x" (en Km) para 0 « x « 5. 

Solución: 


“ » 


sea C(x) el costo del recorrido y "x" la distancia recorrida en kilómetros. 


La Figura 44 muestra la representación cartesiana de la función C (x). 


С(х)($)\ 
300 - 
--.> 
-- 
а 
100 4 ———. 
1 2 3 4 5 (Km) 


Figura 44. Representación la función C(x) = 1000 + (k —1)500;k = 1,2,3,4 


En el primer Km С, (х) = 1000 


En el segundo Km C(x) = 1000 + 500 = 1500. 


En el tercer Km Сз (х) = 1000 + 2(500) = 2000. 
En el cuarto Km С,(х) = 1000 + 3(500) = 2500. 
En el quinto Km Cs(x) = 1000 + 4(500) = 3000. 
Por cada kilómetro adicional, k, la función se define como sigue: 


C(x) = 1000 + (К —1)500;k = 1,2,3,4 
EJERCICIOS 1.7 


Graficar las funciones a trozos y calcular los valores sefialados: 


-х-4 six<-4 
a) f(x) 241—x?—- 4х si -4«x«0 f C8) f C2, FO, #(У2), FA. 


х2-1 віх>0 


== si x&-1 
b) f(x) 24—x 84-1«х«1 ғо, F(E) Ei) fee - 0. Ге + 1). 


1 | 
--51Х21 
х 


In(-x) si x<-—1 
с) /(х)-41-395 si-ci«x«1 (2), 3-1), f(0), 


---с<іх>1 
х-1 


FWD), f, fao). 
1.8 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
1.8.1 Definiciones y conceptos 


Antes de definir formalmente las diferentes funciones trigonométricas, se debe 
decir, que la medida natural de los ángulos, son los radianes, aunque también se 
pueden expresar en grados, para lo cual se parte del hecho que 2л radianes = 360°. 
TU 


Z) radianes. De igual 


Por tanto, si la medida de un ángulo 0 es а, entonces 0 = ( 


manera, sila medida de un ángulo 0 es Р radianes, entonces 0 — f (25) grados. 


Ahora bien, se considera una circunferencia de radio 1, con centro en el origen de 


coordenadas, cuya ecuación es x? + y? = 1. La representación gráfica, corresponde 
ala Figura 45. 


Si el punto (0,1) rota en sentido antihorario y se desplaza hasta el punto P(x, y) del 
circulo unitario, se forma un ángulo positivo 0. En estas condiciones, se define como: 


х = соѕ 0; у = ѕеп Ө. 


En estas condiciones, cualquier punto P(x, y) del círculo unitario, llamada también 
Circulo Trigonométrico, determina un ángulo Ө, y, por tanto: Р(х,у)- 
P(cos 0 , sen 0). 


Figura 45. Circunferencia unitaria. 


Dado que el punto Р(х, y) pertenece al circulo de radio 1, es lógico concluir que: 
-1<с050<1у-1<5еп0<1. 


De esta manera, se puede establecer que el dominio de las funciones seno y coseno, 
son los números reales y el rango el intervalo [—1,1]. 


Es interesante destacar que las funciones seno y coseno son periódicas, 
concretamente: 
cos(0 + 2Кп) = cos(0), k € 2. 


sen(0 + 2kn) = sen(0), k € z. 


Esto significa que, después de 2Кт,К € z,los valores de seno y coseno se repiten. El 
periodo fundamental de las funciones seno y coseno es 2л. 


En la Figura 45, se han definido las funciones coseno y seno. El ángulo 0 está 
localizado en el primer cuadrante, en donde, la abscisa y la ordenada son positivos. 
En el tercer cuadrante, coseno y seno son negativos, mientras que, en el segundo 
cuadrante el coseno es negativo y seno positivo y en el cuarto cuadrante, coseno 
positivo y seno negativo. 


En resumen, los signos de coseno y seno en el plano cartesiano, se determinan como 


sigue: 
Cuadrante Signo función coseno | Signo función seno 
Primer cuadrante (0 < 0 < 5 cos 06 >0 567020 
Segundo cuadrante С <0<rT) cosg<0 567020 
Tercer cuadrante (л € 0 < =) cos0x0 56190 


Cuarto cuadrante G «X 0 < 2n) 


cos 0 > 0 


5610 x0 


1.8.2 Valores de seno y coseno para ángulo notables 


Se consideran ángulos notables en radianes y en grados, respectivamente, los 


siguientes: 


ЭРЭЭ az сүй 
б.а" "0 ,30 „45 ,60 ,90. 


Inicialmente, considérese la Figura 46, de la cual se concluye que: 


cos(0) = 0; sen(0) = 1. 


COS (5) - 0; sen) - 1. 


En dicha figura, el triángulo РОО es isósceles y rectángulo: 00 = PQ = x. 


АУ 


(0.1) 


. . . . 8 . А А 7 п 
Figura 46. Primer cuadrante de circunferencia unitaria, indicando ángulo " 


Aplicando el Teorema de Pitágoras, se tiene que: 


= 1 
0Q? + PQ? = 1?; x? +x? = 1;2х° = 1; ае па 


Por la ubicación del punto Р(х, x), se escoge el signo positivo para x, entonces: x = 


У2 


23 
En consecuencia: 


V2 42 
Р(х,у)=Р E23 -Р (cos E 


Por lo tanto: 


es (5) - 2 i =; 


),+ел (2) 


En la Figura 46, el triángulo ООР es equilátero у por consiguiente, es equiángulo. 
Esto implica que, los ángulos interiores del triángulo valen 5 cada uno y que los lados 


miden una unidad casa uno. 


^y 


y 


. . . . 2 А А А 7 TU 
Figura 47. Primer cuadrante de circunferencia unitaria, indicando ángulo - 


Por otro lado, en la Figura 47, al considerar el triángulo rectángulo ORP y aplicar 
Teorema de Pitágoras, se tiene: 


OR? + PR? = 12; pero OR = 1, entonces: 
[jT а= - ры 3 v3 
ер 2 = E 2 шээж — — * 2 ж---: 

(5) + PR 1; PR 1 27 РЕ 17 


En consecuencia, sabiendo que el punto Р(х, y) está en el primer cuadrante, se tiene 
que: 


Р(х,у)=Р (3) =P (cos=,senz). 
Por lo tanto, 
с =; 


De manera análoga, se puede deducir que: 


Por otra parte, el circulo trigonométrico es simétrico respecto al origen de 
coordenadas, por lo cual, es posible determinar los valores de las funciones seno y 
coseno, para los ángulos múltiplos de los valores calculados anteriormente. La 
Figura 48, presenta la situación planteada. 


A continuación, se presenta un resumen de equivalencias entre grados y radianes, y 


Figura 48. Circunferencia unitaria y puntos simétricos. 


los valores de seno y coseno correspondientes. 


Grados 0 130 |45 60 90 120 135 | 150° | 180° 
т т т T 21 Зл 57 
Ваа! (| m са ЕЕ la ұша 
adianes 6 n 3 2 3 1 6 TU 
cos 0 1 Уз v2 1 0 | _У2 КЕ -1 
2 2 2 2 2 2 
sen 0 0 1 v2 Уз 1 Уз v2 | 0 
2 2 2 2 2 2 
Grados 210 | 225° 240 | 270° | 300 315 | 330° 360° 
Radianes ш ш ME ш Эн ш Tum 2T 
6 4 3 2 3 4 6 
cos 0 _УЗ _v2 Е. 0 : v2 v3 1 
2 2 2 2 2 2 
1 
sen 0 == _v2 КЕ -1 EE B == 0 
2 2 2 2 2 


1.8.3 Gráficas de las funciones seno y coseno 


Las equivalencias indicadas en el resumen anterior, cuando se utilizan radianes 
ayudan para la graficación de las funciones seno y coseno, en el intervalo [0,27]; y 


en el intervalo [0, 360?], cuando se utilizan grados. 


Nótese que, en ambos casos, los valores máximos y mínimos son 1 у —1, 


respectivamente. 


Є------- 27 
Periodo fundamental 


Figura 49. Representación gráfica de la función f (x) = sen x 


Los puntos de corte con el eje x, para la función seno son: 0, л, 27, mientras, que para 
зт 


. TU 
la función coseno son: x — 3X57: 


^y 


y =созх 


y 


27 
Periodo fundamental 
Figura 50. Representación gráfica de la función f(x) = cos x 


En las Figura 49 y Figura 50, se presentan las gráficas de f(x) =senx y f(x) = 
cos x, en el periodo fundamental 27. 
Al comparar las gráficas de seno y coseno, se puede ver que cos (x) = sen (х + =); 


5 L 5 TU 
se dice entonces, que la gráfica de seno tiene un desfase de ; respecto al coseno. 


1.8.4 Curvas sinusoidales 


Las gráficas de las funciones seno y coseno, se las considera ondas o curvas 
sinusoidales. Estas poseen unas propiedades muy importantes como: amplitud, 
periodo y desfasaje. Expresiones como las que se indican en seguida, corresponden 
a curvas sinusoidales: 


у = Асо5Вх + С; y=AsenBx+C. 


Este tipo de curvas, describen eventos naturales del tiempo, como voltajes, energía, 


luz y sonido. En las siguientes líneas, se ilustra la manera de graficar o trazar, 
rápidamente, este tipo de curvas. 


Sea la curva y = Acos Bx + C, donde A, B, y C son diferentes de cero. 
En esta expresión: 


A: amplitud; expresa el valor máximo (mínimo) de la función. 
2m 
F periodo fundamental. 


C: desplazamiento de la curva con respecto al eje X. Para C » 0, el 
desplazamiento es hacia arriba, "C" unidades; C « 0, el desplazamiento es 
hacia abajo "C" unidades. 


Los mismos criterios se utilizan para curvas del tipo y = Asen( Bx) + C. 


En el caso de tener, por ejemplo y = A cos(Bx + 0), los conceptos de amplitud y 
período, siguen los lineamientos anteriores. 


El ángulo 0 corresponde al desfase: si 0 > 0,1а curva y = Acos( Bx) se desplaza 0 
unidades hacia la izquierda; 0 < 0, la curva y = Acos(Bx) se desplaza 0 unidades 
hacia la derecha. 


Ejemplo 1 

Graficar y describir las curvas sinusoidales: 
а) у= 5 sen (3x). 

b) y = —3cos (E). 

с) у= 2 – 3со5 (E). 

Solución: 


a) y= zsen(3x). 


1 1 1 
Amplitud: A — 2 ; valor máximo: 2 ; valor mínimo: — 2 :В-3. 


2п 2m 
Período fundamental: T = EX 


En la Figura 51, se pueden ver los gráficos de y = sen(x); у= 5 sen(3x). 


N 
ч 
ы 
ч 
N 
E 


- 
wl 
w 


—* 
(23 
EY 
ч. 


: "ЭРЭР Y 1 
Figura 51. Representación gráfica de la función y — „зеп(Зх) 
Mientras senx se desarrolla totalmente en [0,27], con un valor máximo de 1 y valor 
- - 1 
mínimo -1, la función y — „зеп(Зх) se desarrolla 3 veces en [0,277] con un valor 
ЭР 1 - 1 
máximo de ¿Y un valor mínimo de — > 


Los ceros de la función у = sen х ѕоп: х = 0, х= п y x=2T. 


47 57 
3'3 


2T 


E 1 т т 
Los сего de la función у = „зеп(Зх) son: X = 3 33) T, Е 


b) y = -3соз E) : 


La Figura 52, muestra la representación gráfica de la función analizada. 


I— 2л 24 —— 


ат — ——— ——á 


Figura 52. Representación gráfica de la función y = —3cos (3) 
Amplitud: A = 3; valor máximo: 3; valor mínimo: —3 ; В = >. 
) T 
Período fundamental: a 4T. 
2 
хүслээ 


Sus raíces son: x = п, Зл. 


Valor máximo =3 en х = 0; x = 4m. 


Valor mínimo + —3 en x = 2m. 


La curva y = —3cos O se desarrolla totalmente en el intervalo [0,47]. 


Por otra parte, la curva y = cos x, se desarrolla totalmente en [0,27] y en el 
intervalo [0,47] se desarrolla dos veces. El valor máximo es 1 en x = 0 ,x = 2л, x = 
4r; el valor mínimo es -1en x = п, х = Зп. 


y п Зп 57 7T 
Sus raíces son: 7, —,—,—. 
2727272 


с) y = 2— Зсоз (2). 


En este caso, se trata de la función sinusoidal, tratada en el ejemplo (b), pero 
desplazada dos unidades hacia arriba. 


El periodo es el mismo a = 4T; la amplitud А = 3. 
2 


Valores máximos: 3 + 2 = 5,enx = 0; x = 4п. 
Valor mínimo: —3 + 2 = —1, en x = 2л. 


La representación gráfica, se muestra en la Figura 53. 


. У 


25 
PER E =2-3008| 7 
/ N 2; 
Ч х 
ў у = 3 соѕ| - 
/ N 5 
/ X 7 
1 Ў Ч 
7 N 
-1. / A x 
ы 0 7 Ж Ул 37 А 7 
5.” Nee 
4л - 


Figura 53. Representación gráfica de la función f (x) = 2 — 3cos (E) 
1.8.5 Otras funciones trigonométricas 


Conocidas las funciones trigonométricas seno y coseno, se definen otras funciones 
trigonométricas en términos de ellas. 


1.8.5.1 Función tangente 


Se define como: 


sen x 
tgx= ; cos x #0. 
COS X 


El dominio de la función tangente es: 
пл 


р={хєй/х= 2 


‚рага todo n impar en 2| 


El rango de la función tangente: R = R. 


e Cuando x > 5 el valor de la tangente crece indefinidamente (x > oo)y cuando 


TU .. / TER 
х=; la función no está definida. 


TU " А 
е Cuando x > — > la función tangente toma valores negativos cada vez mayores 


en valor absoluto (x э —00), y para x = — : la función tangente no está definida. 


e Porlotanto,las rectas x = 


«Е 


T А 
ух-- 2 son asintotas. 


e Lacurva es simétrica respecto al origen y es creciente, siempre. 
e Periodo fundamental de la función tangente es л. 


e Paraeltrazo de la curva, algunos puntos de referencia son: 
T 


х = 7 tg (2) -1 x= IED) = —1. 


• La función tangente es periódica y se desarrolla totalmente en el intervalo 


La Figura 54, muestra la representación cartesiana de la función y = tg х. 


АУ 
ге | 
| | 


m 
NHN 


y=tgx 


Figura 54. Representación gráfica de la función f (x) = tg x 


1.8.5.2 Función secante 


Se define como: 


1 
у= , cos x + 0. 
COS X 


El dominio de la función es D = (x € R / cos x + Ojo bien: 
пл 


D -ÍxeR/xs 2 


; Vnimpar enZ | 


El rango de la función secante, se calcula así: 


Dado que: 


< —1. 


—1 < cosx < 1; < 
COS X 


> 1 
cosx . y 


De manera que el rango se define como sigue: 


К = {у еЕК/Іуі>1). 


Por otra parte, sec x es función periódica, con periodo fundamental Zr. 


; т ‚ т 
Si x toma valores en 0,7 , a medida que x se acerca a > la secante crece 


1 "s TU ыж T 
indefinidamente. Cuando x — " la función secante no existe. 


E TC | | T 
Si x toma valores en (- 27 0) la secante crece a medida que х se aproxima a — z 


TU Ви 1 пас 
Cuando x = — > la función secante no está definida. 


Por tanto x = 


юра 


TU Л . .л 
ух=— 2 son asíntotas verticales de la función. 


La función secante, no tiene intersecciones con el eje x. 


La representación gráfica de la secante, se muestra en la Figura 55. 


ЦЭ 


12 [34] 
| 


Figura 55. Representación gráfica de la función f (x) = sec x. 


1.8.6 Funciones trigonométricas inversas 


Para definir las funciones trigonométricas inversas, es necesario restringir los 
dominios de definición de las funciones trigonométricas. 


1.8.6.1 Función inversa de coseno 


Se denota por y = arc cos(x). 


Debido a que la función coseno es decreciente en el intervalo |0,л| (ver Figura 56), 
se define la inversa en ese intervalo, así: y = arcos x © x = cos y; 0 < y € m. 


Para graficar esta función, se tabulan algunos puntos: 


x COS y 
1 0 
vz п 
ЕРІ 2 
-1 T 


En la Figura 56, se muestra la gráfica de y — arccos x para los valores principales. 


Observe que y — arc cos x, es decreciente en el intervalo [— 1,1]. 


AY 


(Lx) 


( Уут 4 
0.- - Узагссовх 


(1.0) 


Figura 56. Representación gráfica de la función f (x) = arc cos x 


1.8.6.2 Función inversa de seno 


Se denota por y — arc sen x. Como la función seno, es creciente en el intervalo 


T TU . . 5 , 
[- 5 | entonces еп este intervalo se define la inversa así: 


T T 
y =arcsenx ex = seny; -25У5- 


En la Figura 57, se muestra la gráfica de у = arcsen x арага los valores principales. 


Nótese que la función y — arc sen x es creciente en [—1,1]. 


Para graficar, se tabulan algunos puntos, así: 


x sen y 
1 TU 
2 
0 0 
1 TU 
2 
m 
y (22 
| x7 
| 
| ужагсзепх 
х 
+ -> 


(12) 
Figura 57. Representación gráfica de la función f (x) = атс sen х 


1.8-6.3 Función inversa de tangente 


Se denota por y — arctg x. La función tangente es creciente en el intervalo (— F} 


entonces en este intervalo se define la inversa, así: 
T 


2 


TU 


y=arctgxSx=tgy;-— 2 


<у< 


Algunos puntos de la curva correspondiente a у = arctg x, son los siguientes: 


x tg y 
0 0 
" T 
4 
{ T 
4 


En la Figura 58, se presenta la gráfica de y — arctg x en sus valores principales. 


Nótese que la función es creciente en todo su dominio. 


Figura 58. Representación gráfica de f (x) 2 arctg x 


TU TU 7 . 
Lasrectas y — — z Y Y = 7 Son asíntotas horizontales. 


Nota: 

Antes de realizar algunos ejercicios, es importante anotar que: 
sen(arcsen x) = x; arcsen(sen x) = x; cos(arcos x) = x; 
tg(arctg x) = x; arctg(tg x) = x. 

Ejemplo 


Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

a) cos (ағсвеп(2),, 

b) sen (2arccos (- 2). 

c) arctg (5) + arctg (3). 

Solución: 

a) Seax — arcsen (72) => sen х = ya Comox € д = x=, 
2 2 272 3 

Luego cos (arcsenc S) = COS X = cos (E) = =, 


2 
b) asen (2arccos (- 2) : 
2 2 2 А 
Sea х = arccos (2) => cos х= -7 En donde x € (1, л), es decir, el ángulo x está 


localizado en el segundo cuadrante. 


Entonces: sen (2arccos (- 2) = sen(2x) - 2сов xsenx. (1) 


2 
Dado que, sen? x + cos? x = 1; sen x = V1 — cos?x = 1-(-5 ¡senx = 35, 


Reemplazando este valor en (1) se tiene: 


ЕН (2arcos (2) зас) (2) cds 


с) Sea x = arctg (2); tgx=3; у = arctg ($);tg y = 


1 
5 


2 1 tgx+t 
2 1 

x+y = arctg | 2 = arctg PRA 

1—-tgxtgy 1- (3)(2) 

3/15 
13 

15 T 

x +y = arctg 13. ¡xy =arctg(1); х+у= т. 
15 


Por lo tanto, 


2 1 T 
arctg (5) + arctg (=) = 2: 


EJERCICIOS 1.8 


1) Еп el mismo sistema de ejes cartesianos y en el intervalo [0,27], trazar las 
gráficas de: 
a) y 24cosx; y = соѕ(4х). 


x 1 x 
b) y = 2cos (+); y = зеп (>). 
2) Hallar el valor dela constante C, si у = cos (х) + С, 0<х<2л, 0<у<4. 


3) Trazar las curvas sinusoidales: 
T 
а) у= 3cos (x - =). 


b) у= -3cos (x - 5) «1. 


с) y = Žsen (2x +3). 


а) y = 4sen (2x +-)-—3. 


4) Trazar el grafico de las funciones y realizar el análisis respectivo: 


OS X 


C 1 
= сід х = b) у = = — — ; dond 0. 
а) y = сід x )y-cscx RES onde sen x = 


senx' 


5) Graficar las funciones trigonométricas inversas y realizar el análisis respectivo: 


а) y = атссідх; b) y = атссѕсх. 


6) Probar: 


1 
а) со$ E arcsen x| = 


1 
b) arctg a + arctg (=) --. 


1.9 FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


Las funciones trigonométricas hiperbólicas o simplemente hiperbólicas, se define 


en términos de e% y e”, así: 


1) La función seno hiperbólico, se define como: 


h е 
Senn x = 2 


El dominio y rango del seno hiperbólico, son todos los números reales. Mediante una 
tabulación de algunos valores de x, se obtienen puntos de la curva. La Figura 59, 


muestra la representación gráfica de esta función. 
у = senh x es creciente en todo su dominio y no es periódica, además х = 0, es raíz. 
^ y 


y =senhx 


Figura 59. Representación gráfica de f(x) = senh(x) 


2) La función coseno hiperbólico, se define como: 
е*+е* 
2 


El dominio, son todos los números reales y el rango, son todos los números 
pertenecientes al intervalo [1, oo) (ver Figura 60). 


cosh x — 


La función es decreciente en (—oo, 1] y creciente en [1, oo). 


No tiene raíces y el punto (0,1), es el punto en donde existe mínimo para la función: 


y — cosh (x). Esta función no es periódica y es simétrica respecto al eje y. 


y=coshx 


yo 


Figura 60. Representación gráfica de la función f(x) = cosh x 


3) La función tangente hiperbólica, se define como sigue: 
idi senhx еХ-етх 
х= — == 
2 coshx ве ga 
El dominio, son los números reales; y el rango, está constituido por los puntos 
pertenecientes al intervalo (—1,1). 


Figura 61. Representación gráfica de la función f(x) = tgh x 


Las rectas y = —1; y = 1 son asíntotas horizontales; y = tgh x es creciente en 
todo su dominio y además, x = 0 es raíz; y = tgh x es simétrica con respecto al 
origen y no es periódica. La Figura 61, muestra la representación gráfica de la 


función y — tgh x. 


EJERCICIOS 1.9 


1) Trazar y describir las siguientes funciones hiperbólicas: 


-— | cosh x 
зууд х —enhx 
b = һх = : 
)y-sec MEE: 
с) y = сес х = Ax 


2) Trazar y describir las condiciones de existencia de las funciones hiperbólicas 


inversas. 
1.10 FUNCIONES DEFINIDAS PARAMÉTRICAMENTE 


Una función está definida paramétricamente, cuando los valores correspondientes 
axe y están expresadas por una tercera variable, llamada Parámetro. En general, se 
escribe una función en forma paramétrica como: 


b _ кз t: Parámetro. 

Usualmente, el parámetro t, recorre un intervalo de nümeros reales. 
Esto significa, que por cada valor de t, se obtiene un punto de la curva. 
Ejemplo 1 


Trazar y describir la curva definida en forma paramétrica como sigue: 


x=2t+1 
2 t cR 
Solución 


Nótese que las funciones definidas para x, y son lineadas. Esto que significa, que la 
función dada es una recta. Para trazar su gráfica, únicamente dos puntos: 


= 05 х= 1, у--?. 

El punto (1, —7) está en la recta. 

sit=2=>x=5, y =-1. 

El punto (5, —1) está en la recta. 

La representación gráfica de la función, se encuentra en la Figura 62. 


En algunos casos, es posible eliminar el parámetro. Al despejar t de la primera 
ecuación y reemplazar en la segunda, se tiene: 


: ЕТ E 
Entonces, se trata de una recta con pendiente 7 e intercepto con el eje y en el punto 


(0, - 2. 


Figura 62. Representación gráfica de una función expresada paramétricamente. 


Ejemplo 2 


Trazar y describir la curva definida en forma paramétrica: 


х={+1 
PAL, жей 
Solución: 


Una de las ecuaciones paramétricas, es una función cuadrática y la otra es lineal. La 
curva es una parábola. 


Se tabulan algunos valores: 


і 0 1 2 3 
x 1 2 3 4 
y 0 -1 0 3 


Ahora bien, de la primera ecuación, se obtiene: t = x — 1. 


х= +1 


y=ť -2t 


T (4,3) 


Figura 63. Representación gráfica de la función ke 


Al reemplazar en la segunda ecuación, se obtiene: 


y = (x — 1)? — 2(x — 1); y = x? — 2x + 1 — 2x + 2; y = x? — 4x +3 


Se trata de una parábola con mínimo еп (2, —1), raíces x = 1, x = З y pasa рог 


(0,3) ^ 
Ejemplo 3 


Trazar y describir la curva definida paramétricamente como 


2.2. t € [0,27]. 


y=-—1+4sent 
Solución: 


Se procede a tabular algunos valores: 


t x y 

0 —1 
Е TOE РЕ 
4 2 2 
E 3 3 

2 

Зл У2 У2 
— g-— —1 + — 
4 2 2 
T —1 —1 

3 

Шы 3 —5 

2 


Se elimina el parámetro t: 


x—3-—4cost ; у +1 = 4cost. 


vo 


7 


x=3+4Cos(t) 
P тарж 
^w 
P d N 
/ 1 
4 Х 
4 C(3,-1) 
pS / 
Lo XN а 


А 22 ФА 52 х= 3 + 4с05 t 
Figura 64. Representación gráfica de la función dada рог) bien E [0,27] 
Al elevar al cuadrado cada ecuación, se obtiene: 
(x — 3)? = 4?cos?t ; (y ЕТ) = 4?со5?ї. 
Al sumar miembro a miembro, resulta: 
(х-3)2 + (у + 1)2 = 42. 
Se trata de un círculo con radio 4 y centro (3, —1) (ver Figura 64). 
EJERCICIOS 1.10 
Trazar y describir las siguientes funciones: 
х-ес-1 x = 3С05 Ё 
х = 1+с05 t х= 41 + 8 
с) 2. t є [0,27] d) 2. кєн 
x=5t+6 x — acos?t 
e) 2104 кен f) 5. t е [0,271] 


CAPÍTULO 2 
ELEMENTOS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA 


2.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS 


La Geometría Analítica, es la rama de las Matemáticas, que estudia las figuras 
geométricas, utilizando los sistemas cartesianos; esta disciplina resuelve problemas 


geométricos, mediante métodos algebraicos. 


Se puede establecer una correspondencia 1-1 entre el conjunto de todos los puntos 
del plano y el conjunto de todos los pares ordenados de números reales. Al sistema 


Recuérdese que el conjunto de los números reales R, se representa 
geométricamente, como los puntos de una recta, estableciéndose una 
correspondencia uno a uno (1-1), entre el conjunto de los nümeros reales y los 
puntos de una recta. 


Si se trazan dos rectas numéricas en el plano, de forma que sean perpendiculares 
entre sí, se obtiene el sistema coordenado cartesiano. Cada punto P del plano se 
puede asociar con un par ordenado de nümeros reales (x, y), donde la primera 
componente x (abscisa) es la distancia de P al eje vertical, mientras que la 
segunda componente y (ordenada) es la distancia del punto P al eje horizontal. 
Se dice, entonces que, Р(х,у) es un punto del plano con coordendas x, y (justo 
en ese orden). 


coordenado cartesiano se lo conoce también como R? (ver Figura 65). 


АУ 


(-3,3)» 


4 

4 

4 
Lh 
tx 


(—4.-2) e 
« (1.3) 


Figura 65. Representación de pares ordenados en el Plano Cartesiano. 


2.1.1 Distancia entre dos puntos en el plano 


Sean Р1(х1,у1) y Р: (Хо, Y2) dos puntos en el Plano Cartesiano, entonces, existe un 
número real denotado por d(P,,P,) > 0 llamado distancia entre P, y Р». 


Inicialmente, se analiza el concepto de distancia para el caso en que los puntos 
Р, y Р se encuentran en una línea recta paralela a los ejes cartesianos. La distancia 
entre los puntos Р, y Р, esigual a la distancia entre P,' y Р, (ver Figura 66). 


La distancia entre P,' y P;' es la medida del segmento que los une y por lo tanto: 


d(P,, P2) = а(Р,',Р,) = |х = x| = lx, — х]. 


^y 
Е (хм) Р.(х,.у) 
| 
H : Ж 
ын ээ - M + .-- > 
B (x,.0) Р,(х,.0) 


| 


Figura 66. Representación de dos pares ordenados cuyas ordenadas son iguales. 


De igual manera, en la Figura 67, se obtiene: 


d(P,, P2) = а(Р,',Р,) = |у — yıl = ly, — yal - 


Ahora, considérese dos puntos cualesquiera del plano P, (x4, y1), Р(х», Y2). 


"d 
РВ(ж.у» 
В.(0,у,)|--------------------------- iUo») 
ACA 454 
В (хэл) 
х 
» -- -» 


Figura 67. Representación de dos pares ordenados cuyas abscisas son iguales 


Se construye un triángulo rectángulo, en el que la hipotenusa, P, P5, es precisamente 
la distancia entre P, y P; y como catetos, los segmentos paralelos a los ejes 
cartesianos. El punto de intersección de estos catetos, es el punto Q (хо, у), como se 
indica en la Figura 68. 


Figura 68. Representación de la distancia entre dos puntos. 


Al aplicar el Teorema de Pitágoras, se obtiene: 
d(P,, P5)? = d(P, Q)? + d(P5,QY , 
d(P,, P)? = |х — xl? + ly; — у1|?. 
Dado que, 
Ix; = xl? = (х = х1); ly = x = (уа 7 уа)”. 
Entonces, 
dP, P5)? = (x; — х1)? + (уг - уа)”, 
d(P,, P) = Y @ = 3 + Оз Y. 
O bien, 
d(P,, P) = 4 Qa = хо)? + Ол — y. 


Estas dos ültimas expresiones constituyen la Fórmula de la Distancia entre dos 
puntos en el Plano Cartesiano. 


Ejemplo 

Calcular la distancia entre los puntos P y Q que se indican en seguida: 
a) P(3,4); 0(-5,8). 
b) P(3,-3); Q (-2-2) 

Solución: 

а) d(P,Q) = J(—5 — 3)? + (8 — 4? = 464 + 16 = V80 = 4\/5. 


La Figura 69, indica el segmento que une los punto P(3,4) y Q(—5,8). 


^y 


0(-5.8) 


Е(-1,6) 


P(3.4) 


Y 


Figura 69. Distancias entre dos puntos P(3,4) y Q(—5,8) 


b) d, = |2- 3) + С+3)2 = (-3) «QS = 2916 — 242328. 


La Figura 70, muestra el segmento que une los puntos P(3,-3) y 0(— 5,2). 


^y 


Y 


P(3.-3) 
Figura 70. Distancias entre dos puntos P(3, 3) y Q (- 5, 2) 
2.1.2 Coordenadas del punto medio de un segmento 


Sean P,Cx,, y4), Р. (x5, Y2) dos puntos del plano. Las coordenadas del punto medio 


del segmento P, P; son: 


Ejemplo 


Paralos puntos P(3, 4); Q(—5,8) del ejemplo anterior, determinar las coordenadas 
del punto medio del segmento PQ. 


Solución: 


3 + (-5) _ 
——- 


22448 
-1; y2 ——-6. 


x= 2 


El punto medio del segmento PQ es R(—1, 6). 
2.1.3 Ecuaciones de la recta 


Si A, B, C, son números reales, con A о В # 0; entonces, la expresión Ax + By + C = 
0 representa una recta L y se denomina Ecuación General de la recta. 


En la sección 1.1, se realizó un análisis de la función lineal y = mx + b, que se puede 
obtener de la ecuación general. En esta ültima ecuación, llamada Ecuación 
Pendiente-Intersección, m es 1а pendiente de la recta y b el intercepto con el eje y. 


Ahora bien, si se asegura que А + Oy B = OysiP(a,0) y Q(0, Б) son los puntos de 
intersección de la recta L con los ejes x y y, respectivamente, entonces, la ecuación 
de la recta L se puede escribir como sigue y se denomina Ecuación Simétrica de L: 


х у_ 
2 pol: 


Por tanto, resulta conveniente trazar una recta, a partir de los puntos de intersección 
con los ejes cartesianos, tal como se muestra en la Figura 71. 


Figura 71. Representación gráfica de la recta de ecuación я + й -1 


Igualmente, en la sección 1.1 se estudió las posiciones relativas de las rectas. 

En efecto, sean las rectas: L4: y = mıx +b y L: y = mx + b. 

La recta L4 es paralela a la recta L;, si y solo sí, tienen la misma pendiente, esto es: 
L|. © т; = т, (Paralelismo). 


La recta L4 es perpendicular a la recta Го, si y solo sí, sus pendientes son opuestas y 
recíprocas, es decir: 


Lı LL © ту*т»› =—1 (Perpendicularidad ). 


Sean L,:Ax+By+C=0 L»: Ах + Bıy + С, = 0, las ecuaciones generales 
1 2 1 1 1 

para las rectas 1, y L,, respectivamente, entonces, las relaciones siguientes, son 

condiciones suficientes y necesarias, para los siguientes conceptos: 


a) Paralelismo 


2 АВ, - А,В = 0 
— = — = — = 0. 


b) Perpendicularidad 
AA, + BB, = 0. 
c) Coincidencia 
А-КА,,В-КВ,,С-КС,, К + 0. 
d) Intersección 
AB, — BA, = 0. 
Ejemplo 


Dada la recta L, cuya ecuación general es 4x + 5y + 20 = 0, determinar las 
ecuaciones punto-intersección y simétrica y trazar su gráfica. 
Solución: 
Para realizar la gráfica, se determinan los interceptos con los ejes, así: 
20 | 
х=0;у= -57 -4; P(0,—4) es intercepto con el eje y . 


y=0;x= == -5; 0(0,-5) es intercepto con el ejex. 


Ahora bien, de la expresión 4x + 5y + 20 = 0 se tiene lo siguiente: 
—4x — 20 4 
5у = 720 — 4x y = — = Е 


Por otra parte, desde 4х + 5y = —20, al dividir por —20, se obtiene: 


E _ 20 со y 1 х " Yo 1 
Шз 0б 8 4 7725724 
Por lo tanto, la ecuación simétrica es: ES T E. 


La representación gráfica, se muestra en la Figura 71. 


Figura 71. Representación gráfica de la recta de ecuación = + - 1. 


2.1.4 Distancia de un punto a una recta 


Sea L una recta, cuya ecuación general es Ax + By + C = 0 y P(xo, yo) un punto 
del plano, no perteneciente a la recta. La Figura 72, muestra el segmento distancia 
del punto P (xo, yo) a una recta L. 


La distancia mínima entre la recta L y el punto P, se obtiene mediante la expresión: 


|Ахо + Вуо + C| 


Е ая 


Figura 72. Distancia de un punto a una recta P (xo, yo) а una recta L. 
Ejemplo 
Calcular la distancia mínima entre la recta L: 8x — 5y + 40 = Oy el punto P(1,2). 
Solución: 
En primer lugar, se debe verificar que el punto P(1,2) no pertenezca a la recta L. 


En efecto, al reemplazar las coordenadas del punto P en la ecuación dada, se tiene: 
8(1) — 5(2) + 40 = 38 + 0; por lo tanto, el punto P no pertenece а la recta L dada, 
tal como se muestra en la Figura 73. 


Los interceptos con los ejes, se determinan de la siguiente manera: 
Intercepto de la recta con eje x: y = 0; x = —5; esto es, (-5,0) € L. 
Intercepto de la recta con eje y: x 20; y = 8 ; entonces, (08) € L. 


|8(1) - 5(2) + 40] |38| 38у89 
824(-5)/2 У80 89 


d(P,L) = = 4,03 


(0.84 7 


Figura 73. Distancia del punto P(1,2) a la recta L: 8x — 5y + 40 = 0 


2.1.5 Ángulo entre dos rectas 


Dos rectas L4 y L; no paralelas, forman un ángulo en su punto de intersección. El 
ángulo que se calcula, en cualquier caso, debe ser agudo, tal como se indica en la 
Figura 74. 


Para la recta 14, а1 es el ángulo que forma esta recta con la parte positiva del eje x; 
por lo cual, su pendiente es та = tg (a4). 


Para la recta L5, а: es el ángulo que forma esta recta con la parte positiva del eje x; 
aquí la pendiente es m; = (0(02). 


Para el cálculo del ángulo agudo, se considera como lado inicial, aquel donde se 
origina el ángulo y lado final, hacia donde se dirige. Además, se considera como 
ángulo positivo, el recorrido en sentido antihorario. 
Con estas consideraciones, segün la Figura 74, se tienen las siguientes relaciones: 
0 = a, — & ; tg 0 —tg(a; —a4); 6: ángulo entre L4 y Lz. 
Por trigonometría, se cumple que: 
tga;—tga то — mı 
tg 0 —tg(a5 —a4) = ————— -———. 
1+tga,tga, 1+ mm, 


m» 
д = arctg БЕТТ 


Figura 74. Ángulo entre dos rectas 


Ejemplo 1 

Hallar el ángulo agudo determinado por las siguientes rectas: 
L¡:2x+3y-12=0 y Lz::x -3y + 3 + 0. 

Solución: 

Inicialmente se trazan las rectas: 
L,:x=0,y=4; (04)€1,;y 20,x26; (60) € L4. 
L;:x-20,y-21; (01)€1;;y20,.x2-3; (-30) € L;. 


Las ecuaciones de cada recta en la forma pendiente-intercepto, son: 


2 2 
Li: y = eta > m = E a, es el ángulo que forma а con el eje х. 


2 
Luego, tg(a4) = — 3: 


1 1 
La: y = 3* +1 > т, = 3; 2265 el ángulo que forma L; con el eje x . 
1 
Por lo cual, tg(a5) = 3: 


De la Figura 74, se tiene que: 


Ө = а — а, , entonces, 


1 
(0(0:) = їй(аз — а) = — 355 — 
1+(-3) 


Por tanto, 


9 0 
0, = arctg - ы = 127°52'. 


Dado que 0 es el ángulo entre las rectas, entonces: 


0 = 180? — 0; = 180? — 127%52' = 0 = 5298'. 


y 


Figura 74. Ángulo entre dos rectas: Lj: 2x + Зу – 12 = 0 y L;::x -3y c 320 
Ejemplo 2 


Considerar el triángulo, cuyos vértices son los puntos: А(-3,1); B(1,4) y C(6,—2) 
y determinar: 


a) Lalongitud de los lados del triángulo. 
b) Lalongitud de las medianas. 

c) Elárea del triángulo. 

Solución: 


a) La longitud de cada uno de los lados del triángulo, se encuentra con la Fórmula 
de la Distancia, así: 


АВ = /(4-1)2+(1+3)2 = ү32 + 42 = 5. 
ВС = J (4 + 2)2 + (1— 6)2 = V36 + 25 = V61. 
АС = 4J (1 + 2)2 + (23 – 6)? = V9 +81 = 3/10. 


b) Para determinar la longitud de las medianas, es necesario calcular los puntos 
medios de los lados. La Mediana, es el segmento de recta, que une un vértice con 
el punto medio del lado opuesto, tal como se muestra en la Figura 75. 


c) 


B(1.4) 


A(-3,1) 


y 


C(6.-2) 


Figura 75. Medianas del triángulo con vértices: A(—3,1) ; B(1,4) y C(6, —2). 


* Deselpunto medio de AB: 


1—3 4+1 5 5 
1; = = ; D (-1.2) 


Ха----- === 2) 


2 (44777 

* Eeselpunto medio de lado BC: 
_ 1*6 7 Е 
Bot 21 ааг ны. | 


= F es el punto medio del lado AC: 


| -34*6 3 1-2 1 Ё a 
AA | 


* Longitud de la mediana DC: 


эг 5? |473 | | 
DC = 1(6+1)2 + (-2 - >) xr = 7,69 unidades de longitud (ul). 


* Longitud de la mediana BF: 


кы (8-1) 4-1-4) = |82452 ш 
Ei 2 аг wee 


= Longitud de la mediana ДЕ: 


= (а?) хаган» (27-28 ав, 


Para determinar el área, se requiere calcular la altura Л, como se indica en la 


бу 


Figura 76. 


А(-3.1) 


Үн 


C(6.-2) 
Figura 76. Altura del triángulo con vértices A(—3,1) ; B(1,4) y C(6, —2) 
La Longitud de la Base, es la longitud del segmento AC = 3410, valor calculado 
en el literal (a). 
La altura Л, es la distancia del vértice B a la recta que pasa por A y C. 
Ahora se determina la ecuación de la recta que pasa por A y C, así: 


Pendiente: 
" Ay Е -2-1 Е 3 1 
det ЖҰЗ 79704 


El punto А(-3,1) pertenece а la recta, entonces, al reemplazar en la ecuación 
punto-pendiente, se tiene: 

y — yo = mG — хо). 

1 

y-1-2g(x*353(y-0--x-3 

X + Зу = 0 (Ecuación de la recta). 
La ecuación general de la recta es: x + Зу = 0. 
1+ 34) 13 


лв Vi 


Por lo tanto, el área де triángulo es: 


h = d(L, B) = 


2 1. 1 
Area = АС * h— #ЗУ10 + 


13 
2 410” 


2 39 
Атеа = UA — 19,5 unidades de área . 


EJERCICIOS 2.1 


1. Calcular la distancia al origen de los puntos 


3 37 
А(-3,5) ;(3,-3) ;С(44):0(-5,6) :Е09.-7) ;F (2,7) v (72.5). 
2. Calcular la longitud de los segmentos: AB, АС, AE, AF, FG. 
3. Calcular el perímetro de los triángulos ABG, BCG, BED. 


4. El punto medio de un segmento es M(7, —3) y uno de sus extremos es P(12,5). 
Determinar las coordenadas del otro extremo. 


5. Considerar los puntos P(6,2) ; Q(—4,8) ; R(5,—6) y S(—3, —3): 


a) Calcular los puntos medios de los lados del cuadrilátero determinado por P, 
Q, R, S. 
b) Demostrar que el cuadrilátero formado por los puntos medios, es un 


paralelogramo. 


c) Determinar las coordenadas del punto de intersección de las diagonales del 
paralelogramo. 


6. Calcular la distancia de la recta 7x — 8y + 112 = 0 alos puntos: 
Р(-8,7); 0(-12,11); O(0,0). 


7. Demostrar que la distancia de la recta L: Ах + Ву + С = 0 a un punto P(xo, yo), 
exterior a ella es: 


Axo + Ву, + С 
dibus |Ахо Уо | | 
УА +В? | 
Sugerencia: 


a) Determinar la recta perpendicular L4 a la recta dada L. 

b) Hallar el punto Q de intersección entre L y L4. 

с) La distancia de la recta L al punto Р(хо, yo) es la distancia entre P Q. 
8. Calcular el área del cuadrilátero del punto 5 y determinar los ángulos internos. 
9. Demostrar que la distancia entre dos rectas paralelas: 

Ма: Ах + By + C4—0 у1,: Ax + Ву + C; = 0, se calcula como sigue: 
1С = С 


10.La Fórmula de Herón, establece que el área de un triángulo, conocidas las 


d(L,, Ez) = 


longitudes de sus tres lados a, b, c, es: 


Área = Js(s — а)(5 — Ь)(5—с); s = = 


La variable s se denomina Semiperímetro. 


Aplicar la Fórmula de Herón, para calcular las áreas de los triángulos del punto 
3; además, comparar los resultados con los obtenidos mediante la conocida 
fórmula: 


; 1 
Атеа = 2 ж base * altura. 


2.2 SECCIONES CÓNICAS 


Se entiende por Sección Cónica, a la curva resultante de la intersección de un plano 
con la superficie de un cono circular recto de dos hojas, tal como se indica en la 
Figura 77. 


" Siel plano л corta una sola hoja del cono y es perpendicular al eje vertical 
que pasa por el vértice C, entonces, la curva de intersección resultante, es un 
círculo. 


* Siel plano л corta al eje del cono en un ángulo diferente a 90%, entonces, la 
curva resultante, es una elipse. 


" Siel plano л es paralelo a la curva generatriz del cono, entonces, la curva 
resultante, es una parábola. 


i el plano л corta a las dos hojas del cono, la curva de intersección es una 
" Sielpl t las dos h del 1 d t 


hipérbola. 


П 
Circula i Рагаһо!а Hiperbola 


Figura 77. Secciones cónicas 


2.2.1 Ecuación general de segundo grado en x, y 


La ecuación general de segundo grado en las variables x, y, tiene la forma: 


Ax? + Вху + Cy? + Dx + Еу + Е = 0. (2.1) 


Donde A, B y C no pueden ser nulos, simultáneamente. La representación gráfica de 
la ecuación 2.1, si existe, corresponde a una de las secciones cónicas mencionadas, o 
es un lugar geométrico extraño. 


El coeficiente B, está relacionado con las rotaciones de las cónicas, el cual, en este 

texto, siempre se toma igual acero, es decir, B =0. 

2.2.2 La parábola 

La ecuación (2.1) representa gráficamente una parábola, siempre que А = 0 ó C = 

0, pero no simultáneamente. Las siguientes ecuaciones corresponden a parábolas: 
Ax? + Dx + Еу +F 20; Cy? + Dx c Еу +Е = 0. 

Completando cuadrados en x o en y, se tienen las respectivas ecuaciones estándar: 
(x — h)? = 4a(y — К). (2:2) 
(у — К)? = 4a(x — h). (2.3) 

" Encualquiera de los dos casos, el punto V(h, k) es el vértice de la parábola. 


" Еп Ја ecuación 2.2, el eje de simetría es x = Л, es paralelo al eje y , y pasa por el 
vértice. Además, si a > 0, la parábola se abre hacia arriba; si а « 0 se abre hacia 
abajo. El foco de la parábola es el punto F(h, k + a). La Figura 78, contiene la 
representación gráfica de la ecuación 2.2. 


(х-л)? =4a(y-k) 


Figura 78. Representación gráfica de la parábola (x — h)? = 4a(y — К) 


=" En la ecuación 2.3, el eje de simetría es у = К, es paralelo al eje x , y pasa por el 
vértice. Si a > 0, la parábola se abre hacia la derecha; ai a « 0 se abre hacia la 
izquierda. El foco está ubicado en el punto F(h + а, К), como se indica en la 
Figura 79. 


Figura 79. Representación gráfica de la parábola (y — k)? = 4a(x — h) 


Ejemplo 


Trazar las parábolas cuyas ecuaciones se detallan a continuación; además, 


determinar su ecuación estándar, vértice, foco y eje de simetría: 


1. x? — 8x — 4y + 28 = 0. 


2. y? — 4х  14y +61 = 0. 


Solución: 


1. x? — 8x — 4у + 28 = 0. 


Completando cuadrados para la variable x, se obtiene que: 


x? — 8x = 4y — 28; 

x? — 8x + 16 = 4y — 28 + 16; 

(x—4)? = 4у – 12; 

(х — 4)? = 4(у – 3); 

(x — 4)? = 4(1)(у — 3) (ecuación estándar) . 


Al comparar con la ecuación 2.2, (x — h)? = 4a(y — К), se tiene que, 


Vértice: V(4,3); dado que, a = 1 > 0, entonces, se abre hacia arriba. 
Eje de simetría: x — 4. 

Foco de la parábola: F(4,3 + 1) = F(4,4). 

Algunos puntos de la parábola son: P(0,7) y Q(8,7). 


La Figura 80, corresponde a la representación gráfica de la parábola 
correspondiente. 


17 ЕР 1 
Nota: la ecuación dada, se puede escribir en la forma y = QU — 2x + 7, con lo cual, 


se la puede trazar utilizando las herramientas estudiadas en la Sección 1.2. 


АУ 


м 
Ш 
c 


/ 


he ( -- ЭР. ГЭ 
ЇЕ(44) /* 8x-4y+28=0 
3 


V (4,3) 


х 
1—4 " я > 


Figura 80. Representación gráfica de la parábola (x — 4)? = 4(1)(y — 3) 


2. y? — 4x + 14y +61 = 0. 


En este caso se completan cuadrados para la variable y: 


y? + 14y = 4x — 61; 

y? + 14y + 49 = 4x — 61 + 49; 
(у +7)? = 4x – 12; 

(у +7)? = 4(1)(х – 3). 


Al comparar con la ecuación 2.3: (y — k)? = 4a(x — h), se tiene que: 


Vértice: V(3, —7); dado que, a = 1 > 0, se abre hacia la derecha. 
Eje de simetría: y = —7. 

Foco: F(3 + 1,-7) = F(4, —7). 

Algunos puntos de la parábola son: P(6, —3) y Q(6, —11). 


Punto de corte con eje x: x — T = 1425. 


La representación gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 81. 
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Figura 81. Representación gráfica de la parábola (у + 7)? = 4(1)(x — 3) 
2.3.3 La Elipse 
Al considerar la ecuación general de segundo grado (2.1), si los coeficientes A y C 


son del mismo signo, se obtiene una elipse. Esto significa, que en la ecuación de 
segundo grado, deben aparecer A y C. 


Completando el cuadrado para x y para y, se obtienen dos ecuaciones estándar para 
la elipse, así: 


- hy? — К)? 

ас LO a, (24) 
- hy? — К)? 

E (25) 


Para efectos de facilitar el trazado de la curva, se establece que a > b. 
" Encualquiera de los dos casos: (А, К) es el centro de la elipse. 
= Рага Ја ecuación (2.4): 


— Elsemieje mayor de la elipse, es paralelo al eje x y los extremos de la 
elipse son: 


(h + a, k) y (h — a, k). 


— Elsemieje menor es perpendicular al semieje mayor y es paralelo al eje y 
sus extremos son (h,k + b); (h,k — b). 


— Larepresentación gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 82. 


(hk +Ь) 
k+(h-a,k) к (h+a.k) 
1 
Р мә, 
һ 
_py2 _ь\2 
Figura 82. Representación gráfica de la elipse L + -- -1 


= Рага Іа ecuación (2.5): 
— Elsemieje mayor es paralelo al eje y, los extremos son: 
(h,k + a) y (h,k — a). 
— Elsemieje menor es paralelo al eje x y los puntos extremos son: 
(h+b,k); (h— Ь, К). 


— Larepresentación gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 83. 


(hk a) 


(h-b,k) 


(hk-a) 


a 0-02 _ у 


Figura 83. Representación gráfica de la elipse Т. E 
Ejemplos 


Encontrar la ecuación estándar, describir y trazar la gráfica de las siguientes 
ecuaciones: 


1. x? -2y? + 2х – 8у +5 = 0. 
2. 4х? +у? c 6y +5 = 0. 
3. x? + 2y? - 2x + 4y +7 = 0. 


Solución: 


1. x? + 2y? + 2x – 8у +5 = 0. 
Al completar cuadrados se obtiene: 
(x? + 2х) + 2(у2 — 4y) = —5; 
(x? + 2х +1) + 2(у2 – 4у +4) = –-5 +1 +8; 
(x + 1)? + 2(у – 2)? = 4; 
(к+1)* 2(9-27 , 


puer s 
(x + 1)? Е: 2(y - 2)? 
22 (ay 


Centro de la elipse: C(—1,2); semieje mayor 2; semieje menor v2. 


— 1 (ecuación estándar). 


La representación gráfica, se presenta en la Figura 84. 


(x1)? 


шщ (v2) 


2(y-2)? 
Q ) Sl 


Figura 84. Representación gráfica de la elipse + 


2. 4х? + y?+6y+5=0.Sereduce a la forma canónica con los siguientes pasos: 
4x? + (y? + бу) + -5; 
4х? + (y? +бу+9) = -5+9; 
4x? + (у+3)? = 4; 


4x? + (y + 3)? 

— —1; 
4 

x — 0)? + 3) 

— + YY = 1 (ecuación estándar) . 


Centro de la elipse: C(0, —3); semieje mayor 2 (paralelos al eje y); semieje menor 
1 (paralelo al eje x). 


Observe que no tiene intersecciones con el eje x. Esto se puede comprobar, al 
resolver la ecuación cuadrática. 4x? + 5 = 0, cuyas raíces son números complejos. 
En la Figura 85, se muestra la representación gráfica respectiva. 


^y 


НО, сос и 


Figura 85. Representación gráfica de la elipse 12 2 
3. x? -2y? - 2x +4у +7 = 0. 
x? – 2x + 2(y? + 2y) = -7; 
(хХ2-2х-1)-2(у2-2у-1)--7-1--2; 
(х= D?+2(y + 1)2 2-4. 


Esta última no tiene sentido, pues la suma de las cantidades positivas no puede ser 
negativas. Por lo tanto, la expresión x? + 2y? — 2x + 4y + 7 = 0, no tiene sentido, a 
pesar de que en principio, parecía definir una elipse. 


2.4.4 La Circunferencia 
Al considerar la ecuación: Ax? + Cy? + Dx + Ey + Е — 0, para que ésta represente 


una circunferencia, se requiere que А y С sean el mismo signo y además que А = С. 


Al completar cuadrados para x, y, se obtiene la ecuación estándar de un círculo de 
radio r y centro (h, k): 


(х — hy? + (y — К)? = 2. (2.6) 


tx 


SS A 


(x-hj «(y-ky = 


Figura 86. Representación gráfica de la circunferencia (x — h)? + (y — К)? = т? 


Ejemplo 


Expresar en forma estándar, graficar y describir las siguientes ecuaciones: 


a) x? + y? c 6x - 4у = 3. 
b) x? - y? 4х -2y +5 = 0. 
Solución: 


a) x? + y? c 6x 4y = 3; 


(х2 + 6x) = (у? – 4y) = 3; 


(x? + 6х + 9) = (y? — 4y +4) = 3+9 + 4; 


(х + 3) + (у- 2)? = 42. 


Se trata de un círculo de radio r = 4, con centro en С(— 3,2). 


La representación gráfica, corresponde a la Figura 87. 
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Figura 87. Representación gráfica de la circunferencia (x + 3)? + (y - 2)? = 42 


b) x? - y? - Ax -2y +5 = 0. 


(x? — 4x) = (y? + 2y) = —5; 
(x? — 4x + 4) = (y? + 2y + 1) = —5 + 5; 
(x-2) + (у + 1)? = 0. 


Esta ecuación estándar tiene sentido, únicamente, para х = 2, у = –1. Рог Іо tanto, 
el lugar geométrico correspondiente a la ecuación x? + y? — 4х + 2y + 5 = 0 es el 
punto P(2, —1), tal como se indica en la Figura 88. 


АУ 


Yx 


* P(2.-1) 


Figura 88. Representación gráfica de la expresión (x — 2)? + (y + 1)? = 0 
2.5.5 La hipérbola 


La ecuación de segundo grado Ax? + Cy? + Dx + Ey + Е = 0, define una hipérbola 
cuando A y C son de signos contrarios. En esta curva, el centro está fuera de las dos 
ramas de ella; además, tiene dos asíntotas que se cortan en el centro de la hipérbola. 


Completando cuadrados en x, y, se obtienen las dos curvas estándar siguientes: 
(х= №? (y-k* 
шэн 


(у = К)? (x-h) 
от 


= [a ecuación (2.7), es la forma estándar para la hipérbola que se abre hacia 


1. (2.7) 


1. (2.8) 


derecha e izquierda del eje x, tal como se observa en la Figura 89. 
— El centro es (A, k) y las asíntotas son y — k = +2(x - h). 


— Sus vértices están sobre la línea horizontal que pasa por C(h,k) y tienen 
como coordenadas P(h + a,k); Q(h — a, k). 


— Las dos ramas de la hipérbola son simétricas con respecto al centro y a la 
recta que pasa por el centro. 


<< 


“юү? рү 
Figura 89. Representación gráfica de la hipérbola i — — 201 


= [a ecuación 2.8, es la forma estándar para la hipérbola que se abre hacia arriba 
y abajo, como se muestra en la Figura 90. 


— El centro es C(h, К) y las asíntotas son y — k = + 2 (x — В). 


— Sus vértices se ubican sobre la recta paralela al eje Y que pasa por el centro 
de la hipérbola. 


— Las dos ramas de la hipérbola son simétricas con respecto al centro y a la 
recta que pasa por el centro. 
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Figura 90. Representación gráfica de la hipérbola —— = —— =1 


Ejemplo 1 


Expresar en forma estándar, obtener centro, asíntotas y trazar las gráficas de las 
ecuaciones: 


a) 2x? — y? + 12x - 2y + 15 = 0. 
b) x? - 4y? + 6x + Ву +5 + 0. 
Solución: 

a) 2x? — y? + 12x - 2y + 15 = 0. 


Como А = 2; B = 1, son de diferente signo, inicialmente, se podría decir que 
esta ecuación define una hipérbola. 


Completando cuadrados para x, y, se obtiene: 
2(x? + 6x) — (y? + 2y) = —15; 
2(x? + 6x + 9) - (y? + 2y + 1) = –15 + 18 – 1; 
2(x + 3) — (у + 1)? = 2; 
(х + 3)2 (у+ 1)? 


= 1 (Ecuación Estándar). 
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Figura 91. Representación gráfica de la hipérbola 12 (су 
2 


= Setrata de una hipérbola que abre sus brazos hacia derecha e izquierda del 
eje x, con centro en C(—3, —1). 


= Las asíntotas se obtienen al igualar la ecuación estándar a cero: 
(х+3)2 (у+1)? 4 
Е е-е 

Ч (v2) 


(y + 1)? = 2(х + 3); 


y +1 = +М2(х + 3). 


А ынты 

=" [ahipérbola tiene intersecciones con los ejes x, y. 

" [arepresentación gráfica, corresponde a la Figura 91. 
b) x? — 4y? + 6x + 8у +5 = 0. 


Como en el caso anterior А = 1; С = —4, por lo cual, inicialmente define una 
hipérbola. Al completar los cuadrados para x, y, se llega ala siguiente expresión: 


(x? + 6x) — 4(y? — 2y) = —5; 
(x? + 6х + 9) - 4(у2 + 2у +1) = —5 +9 — 4; 
(x + 3)2 – 4(у + 1)? = 0. 
Esta ecuación estándar no corresponde a una hipérbola; sin embargo, 
(y- 1? = (х + 3)2;у –1 = £2 +3). 
уж + + Ly = ах y = - 241; 


КҮЗ 
EE 25 


Se trata de dos rectas, concurrentes en el punto P(—3,1), tal como se puede 
observar en la Figura 92. 


Figura 92. Representación gráfica de la expresión (x + 3)? — 4(y + 1)? = 0 
Ejemplo 2 


En el mismo sistema de ejes cartesianos, trazar las curvas dadas en seguida; además, 
determinar analítica y gráficamente los puntos de intersección entre ellas. 


а) x? +у2= 4; х+у = 2. 


b) x xy 1; 2 -2у2 =]. 


c) y? - 8x 16 = 0; y? — 24x — 48 = 0. 


Solución: 


a) La ecuación x? + y? = 4, corresponde a un círculo de radio т = 2 y centro 


C(0,0). 

Por su parte, la expresión x + y = 2 corresponde a una recta: 
x = 0; y = 2; (02) pertenece a la recta. 
y = 0; х = 2; (2,0) pertenece a la recta. 


Gráficamente, se puede ver que los puntos de intersección son (0,2) у (2,0). 


Analíticamente: 
х+у=2;у=2—х. (1) 
x? + y? = 4. (2) 


Al reemplazar (1) en (2), se tiene: 
хХ2-(2-х)2-4;х2-4-4х--х2 = 4; 20? – 4х = 0; 2x(x 2) = 0; 


х= 0 ох = 2. 


Figura 93. Representación gráfica de las curvas x? + y? = 4; х+у = 2 
А] sustituir estos valores en (1), se tiene, 
x=0y=2;x=2y=0. 
Los puntos de intersección de las curvas, son: P(0,2); Q (2,0). 


La Figura 93, contiene la representación gráfica de las curvas correspondientes. 


b) х2--у2-1 (1) corresponde a un círculo de radio т = 1 y centro C(0,0). 


х°^—2у° = 2 (2) corresponde a una hipérbola, cuyos brazos se abren hacia 


derecha e izquierda del eje x. No tiene intersecciones con el eje y. 
Puntos de intersección: 
De la ecuación (1) se tiene, 

утех”, (3) 


Se reemplaza ер (2): 


1 анх, 
4 qe - 


Al sustituir x en (3), se tiene: 


1 
х^—2(1—-х°?)=—;х^°—2+2х° = 


Рог1о tanto, los puntos de intersección de las dos curvas, son: 


УЗ 1 УЗ 1 УЗ 1 УЗ 1 
a) Lo) 


La Figura 94, contiene la representación gráfica de las curvas respectivas. 


Figura 94. Representación gráfica de las curvas x? + y? = 1; x? - 2y? = 2 


с) Laecuación y? + 8x — 16 = 0, corresponde a una parábola. 
Obtención de la ecuación estándar: 
(y — 0)? = -8( — 2); (y - 0)? = 4(—2)[х — 2]. 
Por lo tanto, la ecuación estándar es: (y — 0)? = 4(-2)[x — 2]. 
De aquí se obtienen los siguientes datos: 
е Vértice: V(0,2). 
e Cuandox=0,y?=16; y = +4. 


е La parábola se abre hacia la izquierda del eje x. 


Por otra parte, la ecuación y? — 24x — 48 = 0, también representa una parábola. 
Obtención de la ecuación estándar: 
(y — 0)? = 24x + 48; (y — 0)? = 24(x + 25; (y - 0)? = 6(4)[х +2]. 
Por lo tanto, la ecuación estándar es: (y — 0)? = 6(4)[x + 2]. 
De aquí, se obtiene los siguientes datos: 
— Vértice: V(—2,0). 
— Сото а = 4 > 0, entonces, la parábola se abre hacia la derecha. 
- Cuandox=0;y= 44413 = +6,9. 
= Puntos de intersección de las curvas: 
y?+8x-16=0. (1) 
y? — 24x — 48 = 0. (2) 
De la ecuación (1), se obtiene: 
y? + 8x — 16 = 0; 
y? = —8x + 16. (3) 
De la ecuación (2), se obtiene: 
y? – 24x — 48 = 0; 
y? = 24x + 48. (4) 
Al igualar las ecuaciones (3) y (4), se obtiene: 
—8x + 16 = 24x + 48;32x = 32; x = -1. 
Al reemplazar el valor de x en (3) se obtiene lo siguiente: 
y? = —8(-1) + 16; y? = 24; y = £424; y = +2М6. 
Por lo tanto, los puntos de intersección de las dos curvas son: 
Р(-1,2У6)у 0(-1,-2м6). 


La Figura 95, muestra las gráficas de las dos parábolas y sus puntos de 
intersección. 


Figura 95. Representación gráfica de las curvas y? + 8х – 16 = 0; y? — 24x 48 = 0 


EJERCICIOS 2.2 


1. Identificar la cónica correspondiente y trazar la gráfica con todo detalle: 


а) y? -4y + 6x - 820 b) x? — 4х -2y +10 = 0 

с) 11y? – 98у — 108x + 539 = 0 d) х? + y? – 26x + 12у + 105 = 0 

е) 7х2 + 7у2 — 34x + 48у +103 = 0 f) 36x? + 11у2 — 144x – 44у – 208 = 0 
g) х? + 5y? - 2x + 20у + 16 = 0 h) 4x? — y? — 4x + Зу - 26 = 0 


i) x? — 2y? +x + 8у – 8 = 0 


2. Рага cada caso que sigue, trazar las gráficas con sus puntos de intersección: 


2=x+1 xX +y =4 

a) p _ EI din 
ужх- 1 2x+y=1 
= 3) Ул ийг y"- 

с) M "ТА Ф | 2 
x*+y 1 х-у 0 


2.3 COORDENADAS POLARES 


2.3.1 Sistema de coordenadas polares 

El sistema de coordenadas polares, consta de un punto fijo O, denominado Polo y 
una semirrecta que se origina en O, llamada Eje Polar. 

Para localizar un punto P en el plano, se dibuja el segmento OP. 


Sean т la longitud de OP y Ө el ángulo generado desde el eje polar, medido en sentido 


antihorario. La Figura 96, muestra la ubicación del punto P(r, 6). 


2 P(r.8) 


2) Eje polar 
Figura 96. Representación gráfica del Plano Polar 


Cualquier par ordenado en coordenadas polares, (r, Ө), se puede describir por los 
siguientes pares ordenados: 


(7,0 + 2кп) ó (-т,0 t 2(k — Ол) k eZ. 


Al superponer un sistema de coordenadas polares sobre un sistema cartesiano, con 
el polo en el origen y el eje polar coincidente con la parte positiva del eje x, se pueden 
determinar las ecuaciones que relacionan a P(r, Ө) con Р(х, y), así: 


2. 2 Ши 
у = тѕеп Ө М 


tgo -- 


Р(х,у)= P(r.0) 


х 
-» 


770 


Figura 97. Representación gráfica de la relación de coordenadas cartesianas y polares 


La Figura 97, muestra las relaciones indicadas entre las coordenadas cartesianas 


y las polares. 
Ejemplo 1 
Un punto P tiene coordenadas polares P (4. =). Determinadas las coordenadas 
cartesianas correspondientes y ubicar el punto con los dos tipos de coordenadas. 
Solución: 


Segün las fórmulas de transformación de coordenadas: 


х =тсов(®) эх =4+*;=2. 
у =тзеп(®) = у = а, В 20. 


En consecuencia, las coordenadas rectangulares de P (4, =) son Р(2,2У3). 


La Figura 98, muestra la ubicación del punto P en los sistemas de coordenadas 
cartesianas y polares. 


Figura 98. Representación de un punto en coordenadas cartesianas y polares 
Ejemplo 2 


Un punto P, tiene coordenadas rectangulares P(4, —4); determinar las coordenadas 
polares de P. 


Solución: 


Dado que, r? = x? + y? y Ө = arctg б) , entonces, 
r? = 42 + (-2)2 = y2 + 42 = 442. 


—4 n: 
0, — arctg (+) = arctg(—1) = x 


т, п 7 
бу=—— о 0, = 2п — — = —. 


4 4 4 


Рог Іо tanto, el punto Р, en coordenadas polares, se puede escribir como sigue: 
T 771 771 
Р(4/2-2) ӨР (Һ/2,2) б Р (42, Е + 241 | КЄЛ. 


^y 


Р(4,-4) 


Figura 99. Representación de P (4, —4) y su correspondiente punto polar Р (42, -) Кеў 


Ejemplo 3 


La representación gráfica de la ecuación 3x? + 4у2 = 12, en coordenadas 
cartesianas, es una elipse, determinar la ecuación en coordenadas polares. 


Solución: 

Dado que, х = rcos 0; y = rsen Ө; al reemplazar x e y en la ecuación dada se tiene, 
3(rcos 0)? + 4(rsen 0)? = 12 = r?(3cos?0 + 4sen?0) = 12. 

Por lo tanto, 


А. 12 
С 3со520 + 4sen?0 


Га Figura 100, muestra la representación gráfica de la elipse correspondiente. 


Figura 100. Representación gráfica de la elipse 3x? + 4y? = 12 


Ejemplo 4 


La ecuación de una curva en coordenadas polares es r = 2sen 0. Escribir la ecuación 
respectiva en coordenadas cartesianas y trazar la gráfica respectiva. 


Solución: 
Al multiplicar la ecuación dada por т, se obtiene: r? = 2rsen Ө. 
Pero x? + y? = r?, entonces x? + y? = 2rsen Ө. 
Dado que у = rsen 0, la ecuación anterior se puede escribir así: x? + y? = 2y. 
Al completar cuadrados respecto a y, se obtiene, 
x? +y? — 2y +1=1=> x +(y-1}=1. 
Esta ecuación corresponde a un círculo de radio r = 1 у centro C (0,1). 


La Figura 101, muestra la representación gráfica en coordenadas polares de 
т? = 2rsen Ө. 


› 
Eje polar 


Figura 101. Representación gráfica der — 2sen0 


Nota: los puntos P, Q y R están definidas en coordenadas polares. 
2.3.2 Coordenadas polares y puntos simétricos 


Un punto P (г, Ө) está relacionado e forma biunívoca con un punto P(x, y) en el plano 
cartesiano. 
Ahora bien, los puntos simétricos P(r, 0), respecto del eje polar, el eje 0 = ы y del 


polo, se ubican en correspondencia con fórmulas de reducción trigonométricas, tal 
como se ilustra en la Figura 102. 


B(r,z-0) P(r,8) 


Р.(ғ.-0) P,(r.-0) 


Figura 102. Representación gráfica de puntos simétricos en coordenadas polares. 
Ejemplo 
Trazar la gráfica de r = 1 — 2sen Ө. 
Solución: 


Para trazar la curva, se procede a determinar algunos puntos de la misma en el 


intervalo 
0 < 0 < 2л. 
0 т = 1— 25еп Ө 0 r=1-2sen0 
0 1 p 2 
6 

т 4т 

> 0 2-2 

- 5 14/3 
т Зл 

2 2 23 3 

3 1- v3 2 

T 57 

= 1 са 

2 я 1+ МЗ 
2т 11т 
— 1- v3 —— 2 

3 уз 6 
2 0 2m 1 

6 

T 1 


Al ubicar los puntos en el plano, se debe tener en cuenta la simetría de los puntos. 


Observe que r toma valores finitos y 0 valores infinitos, por lo cual, la curva es 
cerrada, tal como se muestra en la Figura 103. 


(Lx) (1,0) x 


Figura 103. Representación gráfica der = 1 — 2sen 0 
Ejemplo 
Trazar la gráfica т = 0, 0 > 0. 


Solución: 


Figura 104. Representación gráfica de la ecuación r = 0, Ө > 0 


La gráfica tiene un comportamiento diferente a los tratados anteriormente. En este 
caso, en la medida que 0 crece, r también crece; en este caso, la curva es abierta. 


Lacurvar = Ө, 0 > Oesabierta y su representación gráfica es una espiral, tal como 
se muestra en la ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia.. 


Ejemplo 


Trazar la gráfica de la Lemniscata: r? = cos 20. 


Solución: 


Se puede establecer que cos 20 no puede ser negativo. Por lo tanto, se consideran 
valores de 0 para los cuales cos 20 es positivo. Al graficar y — cos 20, se puede ver 


que el periodo es шш = п, tal como se puede observar еп la Figura 105. Además, los 


intervalos en donde cos 20 es positivo son: 


Зл 5 
ТЕЛІ 


л 
4 


| | | | 


| 
uuu] шшшищі 


Figura 105. Representación gráfica de r? — cos (20) 


No hay gráfica en las regiones del plano para las cuales: 


Ver área sombreada en la Figura 106. 


Зл. y л 
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Figura 106. Representación gráfica de región sin puntos que cumplan т? = cos 20 . 


££ T T 57 NM 
Para trazar la gráfica, se toma valores de 0, iniciando en — Я hasta uen múltiplos 


de = La representación gráfica, corresponde a la Figura 107. 


0 т = +.) cos (20) 0 r = +4 cos (20) 
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Figura 107. Representación gráfica de r? — cos (20) 


EJERCICIOS 2.3 


1. 


Determinar las coordenadas rectangulares para los puntos (7,0) y realizar la 
gráfica: 


T 7п T 
A (4.3) ; в(2,2)) С(-2,5) 
Determinar las coordenadas polares, соп r > 0, 0 < 0 < 2л рага cada uno de 
los puntos definidos en coordenadas cartesianas: 


А(-У3,2); B(-4,—4) ; C(2, 243). 


Establecer las ecuaciones rectangulares para las siguientes ecuaciones dadas en 
coordenadas polares: 


т? = 4с05(20); т = = acos 0 + bsen 0. 


243088 “1 


Establecer las ecuaciones en coordenadas polares de las siguientes ecuaciones 
cartesianas: x? + y? = 4х; y? —4x 20; x = 2. 


Trazar las gráficas de las siguientes funciones definidas en coordenadas polares: 


Тт + 1 = зеп Ө; r—4cos(30) ; = 1 + 2 соѕ Ө. 


CAPÍTULO 3 
LÍMITES Y CONTINUIDAD 


3.1 VECINDAD DE UN PUNTO 


Una Vecindad o Entorno de un Punto, intuitivamente, es un intervalo de números 
reales, en el que se ha determinado su centro y su radio. Considere el punto a € К, 
а centro de la vecindad y т > 0, el radio de la misma. Entonces el externo derecho 
del entorno o vecindad es a + т y el extremo izquierdo a — т (ver Figura 108). 


< ac CH HMM I, 3 


Figura 108. Representación gráfica del intervalo abierto (a — r,a + т) 


En consecuencia, la vecindad de centro a y radio r es el conjunto de nümeros reales, 
localizadas entre а +r y a — т, Іо cual se denota y define рог: 


И.(а) = хе К/а-к<х<а-т). 


Observe, que los extremos de la vecindad no hacen parte de ella, por tanto, se trata 
de una vecindad abierta. 


Al restar a en cada término de la desigualdad a — r < x < a + т, se obtiene, 
a—r—-ac«x-aca-ctr-a;-r«x-acr;lx-a|«r. 
Por lo tanto, la definición de vecindad de centro en a y radio r, se puede escribir 
como sigue: 
V,(a) = {хє R/|x—a| «rJ. 
Recuerde, que el concepto de valor absoluto, está ligado a la Definición de Distancia 


entre puntos. En tal sentido, V.(a) es el conjunto formado por todos los números 
reales que distan de a menos de r. 


Ejemplo 1 

Determinar el radio r y el centro a de los siguientes intervalos: 1) (4,7) ; 2) (0, 3 ; 
3) (—5,6; —1,4). 

Solución: 


1. Centro y radio de la vecindad: 


Тара. dà. Фей d 
ual maf fill wa 


Por lo tanto, 


ЖЕЛГЕН 


3 
р) 
С 
наны 2 
224 11 1 X 


2 
Figura 109. Representación gráfica de la vecindad Vs (=) 
2 


2. Centro y radio: 


0+3 3 3-0 3 
dam ES анж 
Por tanto, 
(0,7) = (5) = fx e к/ і-1|<2. 
4 8 \8 8| 8 
3 
= 8 р ӨӨ TE 
8 4 


Figura 110. Representación gráfica de la vecindad Vs (3) 


8 


3. Centro y radio: 


-1,4 + (-5,6 —1,4 — (—5,6 
^а: ku a ыы е 
2 2 
Luego: (C5,6; —1,4) = И1(-3,5) = (x € К/|х-(-3,5)| < 2,1] 
— — PY > 
20 хишиг сэ 1 : 


Figura 111. Representación gráfica de la vecindad V} 4(—3,5) 


En general, el intervalo abierto (m, n), con m « n es equivalente a una vecindad: 
7 (E + >) 
туп 2 . 
Ejemplo 2 
Decidir si los puntos que se indican en seguida, pertenecen a la vecindad abierta 
V (1): 
2 


e n? 155 49 ул-е 


4’ 25° 99 99" 2 


Solución: 


Vı(1) es una vecindad de centro en x = 1 y radio r = > 
2 


ла) = ке R/Ix- 1 « 5]. 


£ x 0,679 > |E- 1| <2 = єй(1) 
4 4 2 422 


т 


2 п? 
5 205 0,395 -» эт Wa). 


155 155 
" ча ~ 1,56 => y EV). 


49 49 
. 3 «0495 = 26 ua. 
Е уе = 0,325 = = е VD. 
2 
49 
99 155 


M | 
|% 
— 
N| or 
© 
© 
m 


т-е л = 4 


2 25 


Figura 112. Identificación de puntos que pertenecen a la vecindad VA(1) 
2 


3.2 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN REAL DE UNA VARIABLE 


Dado que el concepto de límite de una función, es la idea central del cálculo, antes 
de establecer su definición formal, es conveniente plantear y resolver algunos 
ejemplos, que facilitan la compresión del mismo. 

Ejemplo 


—x +2 six< 1 
Sean Ax) =x? +1; h= 1six=1 
x—1 six>1 


Calcular los valores de f; (х) en las proximidades de x = 0 y los valores de f; (x) en 
las proximidades de x — 1. 


Solución: 


а /(х)-х2-1. 


Para el efecto, se realiza acercamiento al punto x = 0 por la derecha y por la 


izquierda de x = 0 y se analiza el comportamiento de f, (х) (ver Figura 113). 


Aproximaciones por la Aproximaciones por la 
derecha de x = 0 izquierda de x = 0 

x RO) х RO) 

0,5 1,25 —0,5 1,25 

0,4 1,16 —0,4 1,16 

0,2 1,04 —0,2 1,04 

0,1 1,01 -0,1 1,01 
0,05 1,0025 -0,05 1,0025 
0,01 1,0001 -0,01 1,0001 


Observe que, en la medida en que х se aproxima a cero (sin nunca ser igual a cero), 
el valor de la función se aproxima a 1, tanto por la derecha como por la izquierda; 
además, f (0) = 1. 


^y 


/ ло) 


Figura 113. Representación gráfica de fı (x) = х? + 1 


—x+2 six< 1 
" d5(x)513 1six=1 
х-184Х»1 


Se procede a analizar acercamientos por la derecha y por la izquierda de x = 1. 
Cuando los valores de x se aproximan a 1 por la derecha, la función /,(х) se 


aproxima a 1; cuando los valores de x se aproximan a 1 por la izquierda, los valores 
funcionales de f; (x) tienden a 2. Sin embargo f (1) = 1. 


Aproximaciones por la Aproximaciones por la 
derecha de x = 1 izquierda de x — 1 


x Р(х) х Р(х) 


Aproximaciones por la Aproximaciones por la 
derecha de x = 1 izquierda de x = 1 
1,5 0,5 0,95 2,05 
1,4 0,4 098 2,02 
1,2 0,2 0,99 2,01 
1,1 0,1 0,995 2,005 
1,05 0,05 0,998 2,002 
1,01 0,04 0,099 2,001 
1,005 0,05 
1,001 0,001 


La representación gráfica correspondiente, se presenta en la Figura 114. 


һу 


-хдга чх< 1 
Figura 114. Representación gráfica de р (х) = 1 six=1 


x=1six>1 


3.2.1 Definición de límite de una función 


El límite de una función f (x) es L, en un punto cualquiera a, significa que al tomar 
puntos suficientemente cercanos a a, el valor de la función f, puede ser tan cercano 
a L, como se desee, siendo x + a. 


En el ejemplo anterior, para la función f,(x) = x? + 1, se puede observar que, 
cuando la variable x se aproxima a cero, tanto por la izquierda como por la derecha, 
la función f, (х) se aproxima а 1. 


En este caso, claramente se puede establecer que Ши (с + 1) = 1 y se lee: el limite 
x> 


de la función f, (х) = x? + 1, cuando x se aproxima (tiende) a cero es igual a 1. 


—x +2 1 

En cambio, para la función № (х) = 1 six=1 по ocurre lo mismo; pues, en 
х-Тях>1 

la medida que x se aproxima a 1 por la derecha, la función se aproxima а cero; pero 


cuando x se aproxima а 1 por la izquierda, f; (x) se aproxima (tiende) a 2. Dado que 
se obtienen valores diferentes de /5(х) por derecha e izquierda de x = 1, ѕе dice que 
lim Р(х) no existe. 

хә 


Al retomar el concepto inicial de este parágrafo, se puede definir formalmente el 
límite de la función f (x), cuando x a, dela siguiente manera: 
lim f(x) =L < Ме > 0,366, > 0,tal que 0 < |x — a| < ó => f(x) — L| 
< € 
Esta definición, de manera equivalente, se puede escribir, así: 


lim f(x) =L © Ve > 0,38€ > 0, tal que |f(x) — L| < в siempre que 


x>a 
0<]|х—а|<6б. 


Еп 1а Figura 115, se indica la representación gráfica de la definición de límite de una 


función. 
лу 
| y=f(x) 
Кее 
I* 
1-694--------- 
| 
Р | 
| | 
/ ы x 
a-ó аа-д 
Figura 115. Representación gráfica del límite de una función 
Ejemplo 1 


Mediante la definición de límite, mostrar que lim(4x — 10) 2 2. 
x 


Solución: 
Según la definición, la relación |f (x) — L| < e es equivalente a: 


|(4x — 10) — 2| < e : |4x — 10-2| < e; l4(x – 3)| < e; 4lx — 3| < e; 


€ 
-а<- 
х-31<: 


Por lo tanto, al tomar ó = т ѕе Пепе дие: 


If €x) — L| = (4x — 10) — 2| < e, se requiere que |x — 3| < я 
Luego, al tomar д = 25е tiene que: 
Ve > 0,396) > 0, tal que |(4x — 10) — 2| < e. 
Siempre que |х — 3| < 6 = : lo cual significa que lim(4x — 10) 2 2. 
0,1 


Para comprobar lo anterior, tomar, por ejemplo = = 01 = ô = ээ 0,025 y la 


“ » 


vecindad V, 025(3) sobre el eje "x" es el intervalo de la gráfica que sigue: 


3,01 


фа) 
2,975 3 


3,025 
Figura 116. Representación gráfica de Іа vecindad Vo 025 (3) 


“ » 


La vecindad, con centro en 2 y radio 0,1 sobre el eje "y", denotada como V, ,(2) es el 


intervalo que se muestra en la Figura 117. 
реб — 


Figura 117. Representación gráfica de la vecindad Vo (2) 


Ahora el punto 3,01 € Vo 025(3). Entonces este punto debe tener una imagen еп 
Vo 1 (2). En efecto: 


f (3,01) = 4(3,01) — 10 = 2,04 € Voa (2). 
Ejemplo 2 
Mediante la definición de límite, demostrar que lim Vx+5=23. 
Solución: 


A partir de la relación |vx + 5 — 3| se tiene: 


Ух + 5—3)(Ух+5+3 -4 -4 
маза A RR 
vx T5443 vx+5+3l ух+5+3 


Se necesita demostrar que |Ух +5— 3| es редиейо, cuando x esta cerca de 4; 


entonces se puede escribir lo siguiente: 
Ix -4| «4;-4€«x—4«4;0«x«8. 
5«х-5«13,У5«Ух-5«413:/5-3«Ух-5-43«/413-3. 


En consecuencia: 


Ix — 4| Ix — 4| 


———— < З 
Мх +5+3 45-43 
Por tanto, 
х-4 х-4 
Ix -5-3|- | | <! Б > lx-4|<eV5+3=06. 


Vx+5+3 45-3 


De manera que: 


Ме > 0,46; >0, tal que |Мх +5 – 3| « £,siempre que |x — 4| «0, con 
$ = min (4, ev5 + 3). 


Sea por ejemplo e = 0,15; 6 = min(4, (0,15) V5 + 3}; 6 = min (4,0785) 
La vecindad de centro en 4 y radio 0,785 es Vo 7g5(4) = (3,215; 4,785) en el eje х. 


4,5 
ARA лааг 


Figura 118. Representación gráfica de la vecindad Уо,вь (4) 


La vecindad de centro З y radio 0,15 es V (3) = (2,85; 3,15) en el eje y. 


Por ejemplo, el punto 4,5 € Vo,785 (4) debe tener imagen en la vecindad V, 15(3) (ver 
Figura 119). 


En efecto, f (4,5) = 445-5 = 3,082 € Уол (3). 


3,082 
——PPÓPáÓ ынды 


Figura 119. Representación gráfica de la vecindad Vo 15(3) 


3.2.2 Límites laterales 


Antes de definir formalmente estos conceptos, analícese el siguiente ejemplo: 


2... Гү 
беа РО) = NE 


Calcular lim f (x). 
x1 
En la Figura 120, se observa que cuando x > 1 por la derecha, denotado por x  1*, 


la función f (x) se aproxima a 2 y cuando x > 1 por la izquierda, denotado por x > 
1”, el valor de f (x) se aproxima a 0. 


En este caso, se dice entonces, que los limites laterales existen y valen 2 y 0. Dado 
que, limites laterales son diferentes, lim f (x) no existe. La Figura 120, contiene la 
x 


representación gráfica de la función dada. 


Delo anterior, se puede definir: 


lim, f(x) =L €» ve > 0,396) > 0,tal que 0 < |x -a| < 8 > |х) - L| «e 
xoa 


lim f(x) 2 L © Ve > 0,304 > 06,talque0 < |x -al <5 = |f(x)-L| «e 
xoa 
De estas dos definiciones, se puede concluir que: 
lim f(x) = © lim, f(x) = lim f(x) 
x1 хэа+ х-аг 


En otras palabras, el límite de f (x), cuando x a existe siempre y cuando los 
limites laterales sea iguales. 


A(x)-x-1 y 
7 (x)=2x 


y 


Figura 120. Representación gráfica de fı (x) = x? — 1; р(х) = 2х 
3.2.3 Álgebra de límites 
Seanf:Dc RoR;g:Dc КК y h:D c R >R funciones reales. 
Sean los siguientes límites: 
lim f(x) = ча; lim g(x) = L5; limC = С (Ces constante). 
xoa xoa xoa 
1. Silim f (x) existe, éste es ünico. 
xoa 
2. lim[f(x) +g] = lim f(x) + lim g(x) = L4 + Lz. 
xa xoa xoa 
3. lim[f(x) * g(x)] = lim f(x) * lim g(x) = L4 * L5. 
xoa xoa xoa 


год] Шад _м. 
gœ limga) 127 хаан 


| 


5. lim[a f (x)] = alim f (x) = a14; а constante. 
xoa xoa 


б. lim[f G)]" = [lim reo =I"; пей. 


7. Sif(x) € h(x) € g(x) y lim f(x) =L y lim g(x) = L , entonces lim hix) = L. 


3.2.4 Cálculo de límites 


Para calcular los límites de la forma lim f (x), se debe analizar si la función f está 
xoa 
definida en x — a. 


1. f(a) está definida. 


Si x = a, está en el dominio de f (x), entonces lim f(x) = f (a). 
x>a 


2. f(a) по está definido: 


g(x) 


Si f (x) es el cociente de las funciones 75 


‚ con lim һ(х) — 0, entonces el límite 
xoa 
de f (x) cuando x a depende de lim g(x). 
xoa 
Si lim A(x) = 0 y lim g(x) = 0, entonces, lim f(x) = lim 20) no existe. 
xoa xoa xoa xoa h(x) 


Observe que, NO es aplicable la propiedad del cociente de límites, puesto que el 
límite del denominador es cero. 


3. f(x)esuna función definida por trozos. 


Para hallar lim f (x), se debe calcular los límites laterales, esto es: 
xoa 
lim f(x) =L, y lim f(x) = L;. 
хэа+ xoa- 


Si los limites laterales son iguales, entonces, se concluye que lim f (x) existe y 
xoa 


vale L4 = L3; por el contrario, si L4 + L, entonces NO existe lim f (x). 
xoa 


Ejemplo 


Calcular los siguientes límites: 


ў x? + 2х +7 | Мх?+5 Б 5x? + 7x? + 8х + 10 
а) Шад вуа7 Dim 12: х2 +1 
x? + 5x +6 x? —9 x1 
im > ——— im == lim 
UN ЕСТІ a 252205 18 0 хә1/х — 1 
m Боде 
с 22-24 >ш с] 


Solución: 


а) 


b) 


c) 1 


d) 


e) 


FFT (D FUA? 22. 
х13х2 — 8х +7 3(1)2-8(1)+7 2 " 


lim 


2 Ух?+5 ,(-2)2-5 ү4+5 3 
lim ———— = -—————— = =о——. 
x>-2 x—3 —2—3 —5 5 
5х3 + 7х? +8х +10 5(1)9+7(1)2+8(1)+10 10 | 
 ——— шини ы ве (No existe). 


x1 x?—1 12—1 


и +Бх+46 _ 1-3) 9850-3746 
xo-3 x?—9 | (—3)2—9 


0 
E (No existe; es una indeterminación). 


En este caso, por medios algebraicos, se buscar eliminar la indeterminación, 
así 


X Erde s aM СЕ 2 оь 1.1 


im mec m EL 2 


ХЭ x1—9 xoo3(x-3)(x—3) x>3x—3 


Aquí es posible cancelar el factor (x + 3) en el numerador y en el 
denominador puesto que x > —3 (x tiende a —3) y no se debe asumir que 
х = 3. 


Рог їапїо: 


| 29 | t 
lim Ук у=; esuna indeterminación. 
x2-3 x^ + 5x + 6 0 


Sin embargo, al factorizar y cancelar términos comunes diferentes de cero, se 


tiene: 
" ЖИЕС сыла а 
хэ=зх? +5х+6б хә-з(х+3З)у(х+2) -1 
li х-1 0 — 

f) ШЕ Ел = 2 es una indeterminación. 


Se busca eliminar la indeterminación al multiplicar numerador y 
denominador por el conjugado del denominador, así: 


lim ct А Е D(vx - 1) = lim Dd) - D(vx - 1) 
та (Уат) ХЭ) (уд -1 
(x — 1)(/x - 1) 


= lim —— ——— ——— = 141 = 2. 
х-1 х-1 


0 
р) lim ——— = = es una indeterminación. 


xix?—1 0 


i yi 2 Da rD ан аз ALL 
21x21 х1 (041)(х-1) ж x*l — 141 2 
һу li х®—1_0 па os 
) Xo Тус = 0 es una indeterminación. 


3 2 1 
x^—1 .. (х+1)З(х—-1)__ (х+1)3(х+1)3(х—1) 
хэ1үх +1 (x + 1)3 (x + 1)3 


2 
lim(x + 1)3(x — 1) = 0(—2) = 0. 
хә 

3.2.5 Límites especiales 


1) Probar que: 


4 sen х Е sen x 
Si f(x) = entonces lim 
x x0 x 


= 1,x en radianes. 


Efectivamente, considérese la circunferencia unitaria de la Figura 121: 


sen x 


Figura 121. Representación gráfica para análisis de f (x) — 
Área AAOB « ÁreaAOCD; 
LAB «ОН < 12|x| <TD + OM 
— * — — * 1 
2 ла ре | 


|sen x| * |cos x| < |х| < |9 x]. 
Si x > 0 (pero cercano a cero): 


senx cosx <x < tg x; 


sen x 


sen x св х<х < . 
COS X 


А] dividir por sen x 4-0, se tiene, 


sen х 1 


— cos(x) « 


COS X « « . 
sen x COS X Xx COS X 


Si x « 0, entonces: 


sen x 


—senxcosx« —x < tgx;senxcosx > x > tg х; соѕ х < 


1 
cos X. 


Cuando x > 0, lim cos x = Ту lim = 
x0 x0 COS x 


. Senx 
Entonces, lim = 1. 
x>0 x 


1-соз x 


1-cos x ? 
———— , probar que lim ———— = 0. En efecto: 
x0 х 


2) 8 (х) = 


x 
; 0 | 20 
lim ————— = 7 es una indeterminación. 


Al multiplicar numerador y denominador por 1 + cos x, se tiene: 


i (1 — cosx)(1 + cosx)  . 1 cos?x) 
рд) х(1 + созх) СОМОХО + cosx) 
| sen?x 
— lim 


x20 x(1 + cos x) 


? sen?x 
= lim => 
x20 x?(1 + cos x) 


m -= a x | 


x20 x 1 + созх 
| Sen ху] . x 

— lim ( ) |+ lim ІҢ 
x0 х x>0 L1 + cos x 


Por lo tanto: 


3.2.6 Límites en el infinito 


3x? 

Considere la función f (x) = ——. 
Щи ) х2+1 

Elaborar una tabla de valores en Ја que x crece sin límite a través de valores 


positivos y negativos y trazar la curva respectiva. 


a(8) x f(x) 
0 0 0 0 
1 1,5 —1 1,5 
7 2,4 —2 2,4 
3 2,7 —3 2,7 
4 2,82 —4 2,82 

12 2,98 —12 2,98 

30 2,996 —30 2,996 

100 2,999 —100 2,999 


En la Figura 122, se observa que en la medida en que x crece indefinidamente a 
través de valores positivos, la función se aproxima a 3. Lo mismo ocurre cuando x 
decrece a través de valores negativos. 


2 
Figura 122. Representación gráfica de la función f (x) — == 
Cuando se escribe lim f(x), se trata de establecer el comportamiento de la función, 

X00 


cuando la variable crece indefinidamente a través de valores positivos y negativos, 
como en el ejemplo presente. 


Por tanto, lim ын = 3, 
Formalmente, se define como sigue: 
lim f(x) =L €» V£ > 63 М.) > 0,tal que |f(x) — L| < e siempre que |х| > 
Nte): 


Al considerar el límite de una función en el infinito, se deben tener en cuentas las 
siguientes reglas, que facilitan el cálculo de este tipo de límites: 


1. œ + oo = со, Al sumar un número muy grande con otro, igualmente grande, е! 
resultado es otro muy grande. 


2. оо — oo Indeterminado, pues no se conoce el tamaño de cada infinito. 


3. cot К = oo, k es cualquier número real. 


4. —oo + К = —oo, К es cualquier número real. 


5. Коо = oo; —koo = —оо; К es cualquier nümero real. 
k ; 

6. ре 0; k es cualquier número real. 
k | А 

7: J579; k es cualquier número real. 
00 5 . 

8. mL indeterminado. 


9. œ 0; indeterminado. 
10. 1? ; indeterminado. 


Por otra parte: 


. . . 1 
Sir >0,r E Z entonces, lim +=0 y lim ==0. 
x>00 X 


x>—00 Хх" 
Finalmente, se hace énfasis, en que el со no es estrictamente un número real. 
Ejemplo 


Calcular los siguientes límites: 


Қ 7х " x?— x48 ч 8x? —5x +1 
нн и әс О Е 76:1 
Solución: 
7x ^3 o 
a) Lim — — (Indeterminado). 
xocox- 10 о 


Cuando se trata de expresiones racionales de este tipo, para eliminar la 


indeterminación, se divide numerador y denominador por la mayor potencia de 


la variable. En este caso es la variable x; por tanto: 


7х +3 3 
Li а Г Х 1 222120. 
хэшх-10 хэвх-10 x, 10 1-0 ^ 
x x 
1 х2-х-8 00 
b) lim 35 == (Indeterminado). 
х2-х-8 1 1 8 
| х*—х+8 NAA а а Zx xi*xs 0-040 0 
хэв 8x3 —5 хэ Bxi—5 х терор” 
x 8-23 
i 8х2 – 5х +1 — M 
с) lim TESI (Indeterminado) 


En esta fracción, también se aplica el criterio de dividir numerador y 


denominador por la mayor potencia de x. 


i 8x? -5x +1 | i x 
хэм 3621 d. 77711 
x 
8x? —5x +1 
x? 
EC a 
x 
Doo A 
| 8- x + m 
= lim 1 
X00 
2+ X 
8-0+0 48 
2+0 2 
3.2.7 Límites infinitos 
| 2 T: _ 2 
Considerar la siguiente función: f) = mE : 


Se analiza los valores de f(x) de valores cercanos a х = 1, por la derecha y por la 
izquierda. 


En la medida en que x se aproxima a 1 por derecha e izquierda, los valores de f(x) 
crecen y son cada vez más grandes; esto es, f(x) crece sin límites para valores 
cercanos a 1, tanto mayores como menores que 1. 


Aproximaciones por la derecha de Aproximaciones por la izquierda de 
х-1 x=1 
aça) x f(x) 
15 8 0,5 8 
12 50 0,8 50 
11 200 0,9 200 
1,05 800 0,95 800 
1,01 20000 0,99 20000 
1,005 80000 0,995 80000 
1,001 2000000 0,999 2000000 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
и 
| 


2 


Figura 123. Representación gráfica de la función f (x) = бая 


De manera que, 


EIC 
Finalmente: 


а) lim f (x) = +оо, no tiene cota superior, se define así: 
lim f (x) = +œ & V M > 0, 36 > 0 tal que f (x) > М, siempre que, 
xoa 


0 < |x — al < (рог grande que sea М). 


b) limf(x) = —oo, no tiene cota inferior, se define como: 
xoa 
limf(x) = +œ <> УМ «0, 38 > 0 tal que f(x) < М, siempre que 
xoa 


0 « |x — a| <д (por grande que sea M). 
C) lim f (x) = oo, se dice que f(x) toma valores infinitamente grandes cuando x > 
a. 
Para finalizar este parágrafo, se debe tener en cuenta el siguiente enunciado: 
Sir es cualquier entero positivo, entonces: 


—oosir ез impar 


ЕЕ mE ‚1 
DD шщ сәер Шш се ы 


x>07 x" 
Ejemplo 
Calcular los siguientes límites: 


i хъба, Е за а i 3x? — 2x 
2 dmn йш ш | 


Solución: 


‚ х^?+5х+1 о 
a) lim = 


—————— = — (indeterminación). 
xoox?-H2x—3 оо 


Al dividir por la mayor potencia de x se tiene: 


5 1 
қ х2-5Х-1 | ltytyz 14040 — 
хэюх2425-3 xo91,2 3 140-0 
x x? 


b li x со I d . а 
) Ша ul (Indeterminación). 


2 
li € =j x2 1 1 1 
a х+1 “а х+1 aL тр" 
х2 x x? 
" 3x? — 2x 2 nici 
с) lo ж ndeterminación). 
3x? — 2x 
i 3x? — 2x 21 за 1 e e и 
ol зх+9 /) N 3x9 9 gd ^" 
2 zta 
x X x 


3.2.8 Un límite especial en el infinito - el número e 


x 
Considerar la función lim (1 + 2) я 
X00 x 


Tabular valores de f (x) cuando x toma valores muy grandes en valor absoluto, a 
través de números positivos y negativos de x y analizar su comportamiento. 


a(8) x f(x) 
1 2 —2 4 
2 2,25 —3 3,375 
3 2,37 —4 3,16 
4 2,44 —8 2,814 
8 2,56 —50 2,746 
15 2,63 —100 2,732 
50 2,69 —1000 2,719 
100 2,705 —10000 2,7184 
1000 2,717 
10000 2,7181 


A medida en que x crece ilimitadamente en valor absoluto, a través de valores 


positivos y negativos de х, los valores funcionales de f (x) se aproximan a un número 
mayor que 2,7181 y menor que 2,7184. Entre más valores se calcule cerca de 
+оо y — оо, la función se aproxima al conocido nümero e, cuyo valor aproximado 
es: 


e = 2,71828182845904523536 -- 


x 
La Figura 124, contiene la representación gráfica de la función f(x) = (1 T =) : 


x 
Figura 124. Representación gráfica de la función f (x) — (1 t » 


1 x 
De manera que, lim (1 + 2) =е (1) 
X00 x 


Esta constante es muy ütil en cálculo y en matemáticas en general y aparece en 
variadas situaciones de la vida cotidiana. Es interesante ver que, este límite, 
inicialmente tiene la forma indeterminada 1”. 


: "T ; | 1 
Por otra parte, si en la expresión (1) se hace el cambio de variable = = y, entonces, 
cuando x > о, y > 0. 
Por tanto, la expresión equivalente a la (1) es la que sigue, donde, evidentemente, 
1 

está presente la forma indeterminada 1”: lim (1 + y)» = е. 

X00 
Ejemplo 


Calcular los siguientes límites: 


| _2_ ще ер. e е^—1 
а) lim(x — 2)x-3 ; b) lim (5 еа =) ; c) lim : 
Solución: 


2 
а) lim(x — 2)x-3 = 1? (indeterminación). 


Sea x — 3 = t, entonces, si x > 3, t > 0; por tanto: 


2 
Ё 


2 112 
= lim[1 + е = lim [a + 9 mg. 
1-0 1-0 


2 
lim(x — 2)x-3 = lim[(t — 3) — 2] 
x>3 t>0 

b) lim (—) = 1° (indetrminación). 

Al dividir x — 2 entre x + 2, se llega a lo siguiente: 


x-2 2x -4 2x 
lim ( ) — lim (1 ЖЕП 
x>% \х+2 x>00 x+2 


-4 


EN 8 
: lim —— = 
= lim || 1 + —— = ехэюхЯ2 = е-8 = —_, 
X00 + х+2 е8 
-4 
х – 0 
с) lim = — (indeterminacion) 
x0 Xx 0 


Sea e* — 1 = t; entonces, cuando x > 0, t > 0; por tanto, 


l 87-41... l t 
1007 ^ MOD In(1 4 t) 
— lim 1 
? ша +t) 
lim1 
x>0 


==. mí 
lim ва + D] 
x0 
" 1 1 1 
Б | 1| Ime 
Іт |lim (1 + t)t 
x0 
3.3 CONTINUIDAD 


Sea f:D c R > R, definida por y = f (x) una función real, y a € D. 
La función f es continua en x = a, si: 
1. f(a) existe. 
2. limf(x) existe. 
x>a 
3. limf(x) = f(a). 
xoa 


Cuando al menos una de las tres condiciones no se cumple, se dice que la función es 
discontinua en x — a. 


Intuitivamente, este concepto está ligado al hecho que, cuando se traza la gráfica de 


la función, no tiene saltos ni interrupciones. 
3.3.1 Propiedades de las funciones continuas 


Las propiedades de las funciones continuas, se deducen de las propiedades de los 
límites de las mismas. En particularsi f (x) y g(x) son continuas en x = a, también 


lo son /(х) + 9(х); fœ) * g(x); ES соп g(x) = 0. Sin embargo, existen 
propiedades de las funciones continuas, que merecen destacar: 


1. En la curva de la función polinómica у = f (x), dos puntos cualesquiera de 
ella, (a, f (a)); (b, f (b)) están unidos por un lazo continuo. 


2. Si f(a) y f (b) tienen signos opuestos, la curva de la función y = f(x) corta 
al eje x, al menos en un punto y por tanto, la ecuación f(x) — 0 tiene al menos 
una raíz, entre x — a, x — b. 


En las Figura 125 y Figura 126, se muestra la aplicación de las propiedades 
anteriores. 


утук) 


++ 


Figura 125. Función continua entre (a, f (a)) y (b, f (b)) 


Ay 
y=f(x) 


Yx 


Figura 126. Representación de función continua que toma valores positivos y negativos 


3. Si una función continua en un intervalo [a, b], dicha función toma un punto 
máximo M, o un mínimo Q o solo un máximo o un solo mínimo. 


En Figura 127 y Figura 128, se ilustran el sentido de esta propiedad. 
^y 


M (c. f (c)) y=f(x) 


м(с,/(с)) 


y=f(x) 


үл 


pe 


Lia 
a 


Figura 128. Representación de una función continua en |a, b], con punto máximo 


3.3.2 Clases de discontinuidad 


= Sif(a) no existe, pero lim f (x) existe y es igual a L, entonces, la función presenta 
xoa 


Discontinuidad Evitable en x — a. En este caso, es posible redefinir la función y 
convertirla en continua; basta asignar f (a) = L. 


" Si lim f (x) no existe, entonces, f presenta una Discontinuidad Esencial o también 
llamada de salto. 

Ejemplo 

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones, en el punto indicado: 


Senx 


1) Го) = х= 0. 
|x| 
Сы ив. ВРО 


0, six=0 


x24 
3) f(x) = тст si x £2 


4 six=2 


Solución: 


1) f(x) = 


Senx 


"E 
Para establecer si es continua en x — 0, debe cumplir los tres requisitos de la 
definición: 

= f(0) no existe. 


и lim ¿2D = 1. 


x20 x 


Dado que no existe f (0), entonces, la función NO es continua en x = 0; sin 
embargo, esta discontinuidad es evitable, puesto que: 


Entonces para que la función f (x) sea continua en x = 0, se puede definir de la 
siguiente manera: 


sen x 
f GO ZES 5іх + 0 


1 ах = 0 
Con esta definición, se cumplen las tres condiciones dela definición en х = 0, рог 


lo cual, la función es continua en x — 0, tal como se pude observar en la Figura 
129. 


En efecto: 
= 7(0) +1. 


я limf(x) = lim ЖЕЛЕ 
x>0 x>0 


- 1. 


x 


" Como lim f (x) = 1 = f (0), entonces, la función f es continua en x = 0. 
xo 


1У 


Figura 129. Representación gráfica de la función f (x) = хээ 


|х| 
2) f(x) dx id 


0, six=0 


= f(0)=0. 
я Ша (x). 
x0 
Al aplicar la definición de valor absoluto a la función f (x), se tiene que: 


1six>0 
го = | six<0 


0 six=0 
Se calculan enseguida, los limites laterales: 
0-ші. 


lim f(x) = lim (—1) = -1. 
x07 x207 


1six>0 
Figura 130. Representación gráfica de la función f (x) -1-1 six < 0 
0<іх-0 


Dado que lim, f (x) + lim f(x), se concluye que, la función f(x) es 
x> xo 

discontinua en x — 0. La Figura 130, muestra la representación gráfica de la 

función dada. 


x?—4 . 
3) fœ) = -- si x + 2 
4 six=2 
= fQ)=4 
: х2-4  (x42)x-2) | 
x-2 “5 x-2 =x +2. 


= limf (x) = lim (х + 2) = 4 (ver Figura 131). 
x xo 


Dado que lim f (x) = 4 = f (2), se concluye que la función es continua en x = 
x 


2. 


Notas: 


х2-4  , 
Figura 131. Representación gráfica de la función f (x) — (Б е 


4 5іх = 2 


a) Todas las funciones algebraicas (satisfacen una ecuación polinómica), son 


continuas en su dominio de definición, salvo aquellas que, siendo cocientes, 


: 1 : 
presenten ceros en el denominador. Por ejemplo: f(x) — слез discontinua en 


x=2. 


Aquí se presenta una discontinuidad esencial. 


b) Las funciones lineales, cuadrática y polinómica son continuas en todo su 
dominio. Por tanto: 


іт (тх + b) = mx +b ; lim(px? + qx +r) = px? +qx +r 
xoa 


xoa 


EJERCICIOS 3.1 


1) Calcular los siguientes límites: 


-— (3x — 1)? эж 3х —3-* 
IM GFI ES 
iso x? – 4 "n x? + 3x +2 
) іште I M DPA 
х—2 (1+x)-1 
5) lim im A 
a Ош 
x—1 Үх-4 
7) п i 
ES 2 zn 4—x 
Vx — 2 
9) lim : ух 
) lim —1 10) lim (1+2) 
— үх г [cosx 
11) Ша 23 12) lim | т 


2 


13) lim ————————— 
) w sec(2x) — cos(2x) 
sen Х +19 х 
15) lim —————— 
ы х+хзесх 
1 1 
17) li TENE v7 
x> — 
19) li uz uas 
) хэд x(x—-2) х2-3х-2 
21) li А 2 
) lim — - l 
cos(a + x)  cos(a— x 
жуы Колы 
x 
Inx —1 
25) lim( E ) 
xoe = 
ах... ерх 
27) lim 
x= 


2) Calcular los siguientes límites: 


Зан Хий 
©) PECES 


с) lim(V3x +2= УЗх) 


X00 


3x — sen(4x) 


1) ЫН 20x + 2sen(2x) 


1 
16 lim [ —— - | 
) то гүс-1 t 


18) lim dese 
) 50 З + 21-1 + #2 


(х= 1)У2 х 
20) li 2—1 
tg(2x 
22) lim 29020. 
x20 ѕеп(5х) 
In(a + x) — Ina 
a 
xu x 
e* — 
26) m x—1 
2x? +1 
b) lim 


x>% 6 + x — 3x? 


x3 
8 а ретт 


и + Р + + д e (у 1009 ыг 
ша x19 + 1010 f) lim (1 + =) 
x00 
3 4 х+1 : 
Х ЕЕ 3 . = 
i h) lim(3* + 4%)x 
pom (5: + 2) Кэс 
gim зл CL ы» UN ж. 
та x +5 зав А10+х\ух 


x+vVx+vVx 
k) lim 
Ди УХ +1 


3) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones: 


5 
о ш 


1 віх- 4 


—1 six< 0 


b) го) - | ost co 


x six > 0 


| 5 2x+3 six<1 
I2x + 5| six 8-2 d) f(x) -18-3х 541«х«2 
x+3 six22 


c) f(x) = 


3six-- 
2 
4) ¿Son continuas las siguientes funciones en cada punto del intervalo [0,2]? 


_[ 2xsi0<x<1 , _fx? si0<x<1 
Да шош. 


x+1six<1 
3 — kx? віх>1 


5) Sea f(x) = { 


calcular К, de modo que f (x) se continua. Graficar. 


—2sen(x) six € => 
В т TU 
6) Sea f(x) = 4 Азеп(х + B) si- «x «7 
cos (x) six > 1 
Hallar los números A y B, de manera que f (x) sea continua en todas partes. 


7) En los siguientes ejercicios, se conocen a, L y limf (x) = L. 
xoa 


Determinar un número 6, para un e dado, tal que |f (x) — L) < e, siempre que 
0 « [x — a| < ô. 


a)lim|4x — 1| 29; € = 0,01. 
x>2 
b) lim (1 + Зх) = -9; е = 0,0012. 
х-- 
с) lim Ух = 2; = 0,002. 
x 
8) Aplicando la definición de límite, demostrar que: 


| Ж | 1 1 
Us крш, d Am Ec 2 


CAPÍTULO 4 
DERIVADAS DE FUNCIONES 


4.1 DEFINICIONES Y CONCEPTOS 


Sea f:D c R > R una función real definida como y = f(x). 
La derivada de la función f (x), es otra función denotada / (x), definida así: 


f(x +h) - feo 
h 


f'x)- lim si existe el límite. (4.1) 
=" Eldominio de f'(x), es el conjunto de todos los números рага los cuales el límite 
existe. 


=" [afunción f (x) es diferenciable en todos los valores en que f'(x) existe. 


=" Elproceso utilizado para obtener la derivada de una función, se llama Derivación 
o Diferenciación. 


= Enlaliteratura matemática, existen otras notaciones para la derivada de f(x), 
tales como: 
df dy 


че! КГ Жэт, 


“ » 


" En Ја función y = f(x), "x" es la Variable Independiente y "y" es la variable 
dependiente. 


= (Cuando se calcula la derivada de una función mediante la aplicación de la 
definición (4.1), siempre se va a encontrar una indeterminación, pues la 
derivada de una función en un punto, se obtiene mediante un límite, cuyo 
denominador tiende a cero y el numerador incluye la evaluación de la función en 
el punto, así: 
f (xo + №) — f (xg) 


оа lim E si el límite existe. (4.2) 


Al efectuar el cambio de variable: Хо + h = x, se tiene que: 
si h > 0, entonces x > хо; por tanto, 


f' (xo) - lim f (xo h)- f (xo) — lim f (x)- fo) 


si el límite existe. (4.3) 
h h>0 Х-Хо 


De manera que, las expresiones (4.2) y (4.3), permiten encontrar el valor de la 
derivada de la función f (x) en x = хо, los cuales también se pueden denotar por: 


TD AO 


dx Xx=X0 


Ejemplos 


a) Mediante la definición, calcular la derivada de las siguientes funciones: 


1) у=х?—3х;2)у= | 
)y=x х2)Уу-з.-1 


b) Aplicar la definición (formulas 4.2 о 4.3) para calcular y'(1) y y'(2). 
Solución: 


a) Se pide aplicar la definición de derivadas: 


1) y = x? — 3x. 
dy 2. салы саялы —3х] — 
— = lim —— — — ————— = L (Indeterminación). 
dx #-0 h 0 


En este caso, al realizar y simplificar las operaciones indicadas en el numerador, 
se elimina indeterminación, así: 


dy | x? +2xh + hk? —3x - 3h — x? + Зх 
— = lim 1a 
dx һ-0 һ 
С &Ю2х+һ-3) 
= lim ————— — — 
h>0 h 


= lim(2x +h-3) 


=2х- 3. 
2 = : 
)y dx 
x+h x 
d |» 3x-1 0 
E = lim td За Сі = (Indeterminación). 


Al efectuar las operaciones indicadas en el numerador se obtiene: 


x + h(3x — 1) — x[3(x + h) — 1] 
dy гуйн [3(x + h) – 1][3x — 1] _ 


dx  h>0 h 
Е „ЗЕ та + 3xh — h За — 3xh + x 
h>0 h[3(x + h) — 1][3x — 1] 
"ECL EMEN 
h>0 h[3(x + h) — 1][3x — 1] 
_ —1 
[3(x + 0) — 1][3x — 1] 


Ши 
“ЇЗх-1| 


b) Se pide, aplicar la definición para hallar los valores де la derivada de las 
funciones en un punto: 


e Рага у = x? — Зх, se aplica la fórmula 4.2: 


d 1-h)?-3-45]|-[1?-3(1 0 
2 (1) = lim Is TU" =з i «Son — — (Indeterminación). 
dx һ-0 һ 0 


ау -1421-4012-3-31-2 


Observe que, se puede encontrar el valor de la derivada, al reemplazar el valor 
de x — 1, enla función derivada obtenida en el literal a). 


En efecto: 
dy dy 
— (1) = — = (2x — -1 = 2(1) -3 = -1. 
ОӨ-а = C- Dle = 200) 
e Ahora se aplica la definición 4.3, en el punto x = 2 para la función y = 
Х 
3x-1' 
x 2 
Hec IA ЕТЕ ККЕ” 
у'(2) = lim Ter lim —— = (Indeterminación). 
_ 2 
, НТ 3x—1 5 
IOS нэ х-2 
5x — 2(3x — 1) 


е (е2) 


5x —6x+2 


-BDSGx- 1-2 
= lim E - 
x225(3x — 1)(x — 2) 
= —lim E 288 
x225(3x — 1) 
1 1 


UB. 25 


Observe que se puede obtener la derivada en x-2, reemplazando en la función 


derivada obtenida anteriormente, así: 


Суры әл DE SPERM EE 
Dado que f'(x) = cz, entonces, f'(2) = сот» m таттар 


4.2 ÁLGEBRA DE DERIVADAS 


En las siguientes líneas, se desarrollan algunas fórmulas, mediante las cuales se 
pueden encontrar, la derivada de cualquier función elemental. El uso de estas 
fórmulas, evita la aplicación del límite de la definición de derivada y de paso, permite 
economizar tiempo y produce resultados óptimos. 


4.2.1 Derivada de la función constante 


Si f (x) = C ,constante; entonces f'(x) = 0, V x € D. 
Demostración: 
Por definición, si f (x) es función real, la derivada de f (x), V x € D, es: 


Й АС а АС E e 
n h лә "nah 7 


Por tanto f'(x) = 0. 
4.2.2 Derivada de una potencia 
Si f (x) = х", п Є Z, entonces f'(x) = пх". 
Demostración: 
Por definición: 


ГОО = jg ОЛО jp EED 


һ-0 h 
А] desarrollar el binomio de Newton del numerador, se obtiene: 
х" nx" ih + па D 1) xR ++ h” — x” 
/'(х) = im _м_міӯообБЅҡ•=ұ=Є=.=ѓѓѓѓ;ѓѓ‚ mmt t, 


Este resultado se puede generalizar V n € IR. Sin embargo, su demostración no está 
al alcance de este texto. Por tanto, 


SineR y f(x) = x" entonces f'(x) = nx". 
En particular, si f (x) = cx”, con c: constante y n € R, entonces f'(x) = спх"-!. 


Demostración: 


с(х + h)” — cx” Оаа" _ 
шини чийн 2 ши [== | = cnx"! 


го = [m 
4.2.3 Derivada de la suma de dos funciones 


Si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces f (x) + g(x) es diferenciable 
y [f G) + #(х)]' = f' G2 + а (0). 
Demostración: 
f(x h) +g +h) – Р(х) – g(x) 
h 


- [f (x +h) + Ход! + [gx + №) - 9001 
= lim —————————————————————— 


ГОО + 2001 = lim 


һ-0 һ 
ЭР [f(x +) + 21 lg +!) - д()! 
= lim + lim === 
һ-0 h h>0 h 
= f'(x) + g'(x). 


Por tanto, [f (x) + gl = (а) + g'(x). 
4.2.4 Derivada de un producto de funciones 


Si f(x) y g(x) son funciones diferenciables, entonces f (x) * g(x) es diferenciable; 
además, [f (x) 59001 = Рода x) + "(Ig О). 
Demostración: 


[f &) + 9001 = tim Г кас I) -faga 
һ-0 


һ 
Al sumar y restar en el numerador, la expresión f (x)g(x + h), se obtiene: 
[f GO * 0001 = 
tim E tH как +h) Рода +h) + fg +h) -fag 
һ-0 һ 
— gy 20 PUG +h) Ла! folg + gol 
һ-0 һ 


h) — h) — 
= lim р(х + h) E + ) А + limf GO pe + ) ша 
= f'(x)g (x) + Ода (с) 
= Р(х)9'(х) + }'(х)д(х). 
Por tanto, [f (x) * 90)! = Рода Œ) -Ғ (9200. 


4.2.5 Derivada de un cociente de funciones 


Si f(x) y g(x) son funciones diferenciales, entonces 20 es diferenciable; además, 


g(x) 


fF Ше E) -fg CO. 
"E TOK ре 
Demostración: 

Рова) fo) Ра + h)g(x) -fg +h) 
f(x) gx-h) д(х) i gx + h)g(x) 
O у л “ш о о оу 000 

тэ f * h)g(x) – f x)g(x + А) 
h>0 h д(х + h)g(x) 


Al sumar y restar restando еп el numerador, la expresión f (x) g(x), se obtiene: 


FOT pp LEDI – f G9 C0 + 109800 - f GOg(x + В) 


g(x) h>0 h g(x + h)g(x) 
ie [f x  l0gGo -fg — [f 60g + h) - f 620969] 
^ h30 h g(x + h)g(x) 
_ ZOO Uf + һ) — £62] - FOLIE + В) — 900] 
КЕ h g + 1900 
-jm. 209 [ferr 0 - feo 
n g(x + DICO 
tim "mi g(x +h) - g(x) 
oga + AJG) h 
 gCOf'(x) fGOg'G) а(х) (х) -fag (о) 
с [g COT [gGCO] — (94012 


f(x) 4(х)/'(х)—-/(х)д'(х) 
Por tanto, е О] = = Нина G)? 


Ejemplos 


Utilizar las reglas de derivación para calcular las derivadas de las funciones dadas: 


1) f(x) = 4x? — 8x? + 5x — 10 2) го = Vx - 3M += 

3) Год =-=-үс+х 4) f(x) = (Vx — 2Nx)(x? — 1) 
2 2 

5) /00 = QU x D VIO az 


\х + Ух +1 
7) f(x) = 2x аз 
2 3 
с f) ADE 
Solución: 


8) f) - 24 


1) f'(x) = (4х%)' — (8x?) + (5x)! — (10) 


= 4(x3)' — 8(х2)' + 5(x)' - 0 
-4ж3х2-8ж2х--5ж1 
= 12x? — 16x +5. 


1 1 
2) f'(x) = x2 — 3x3 + x7? 


ГА 


= (х) – 3 (4) + (х72)' 


2 
22-25 
ET В. x 

1 1 2 
(Mx Чал х3 


1 1 
3) f'(x) 25x 2—3x 4 + x* 


5 
==—z-—Gq+ext* 

2x2 4x4 

5 3 -— 
-------------- ех 

2Ух3 44/5 


4) f'G) = (Vx – 240)? – 0) + (Ух — 2x) а? - 1) 


= х7 — 2x3 (2х) + x23 (2-1) 
(25) ах) + (2-2) 


= (2 - 2x3) (2х) + Ёс S 


2x2 Зх 


213 Ax 13 24 1 
= 2— 3 —y2 —— y3 — 
x шаг 3^ 


Je-» 


2 


2х2 


2 3 
х2 3 


BN йр: 
2x2 3x3 


4 14, 1 2 
——J4x3—— Nee 
3 24x ЗАХ? 
(x? +x + 1)? 

—8 
E do an s d +2 
Ш x—8 
- HN qax вади рога 
Ш x—8 


5) f(x) = 


ГОО) 
. (rc ID рак Эр 237 CA дк 12x71 
i (х – 8)? 


Сата 2) — (x4 + 3x? + 2х% + 2x + 1) 
i (х — 8)? 
3x* — 28x? — 45x? — 48x — 17 
(х — 8)? | 
(x? + 2x — 2)(х2 + 2x + 2) - (x? + 2x — 2 (x? + 2x +2) 
(х2 + 2x — 2)? 


6) 70) = 


B uda oix Li Li uu 2x + 2)(2x + 2) 

Б (x? + 2x — 2)? 

Mo Edad hu л Л, 

E (x2 + 2x — 2)? 

— 2(x41)-4 -8(х-1) 

~ (x2? +2x— 2)? (х242х-2) 

за наз 1 
7) f(x) = кири 

(2x — 3) (хз 182 + 3 - (2х – 3) (хз dada t 1) 

Pec (2х — 3)? 


1.2 1-4 1 1 
Ох - 3 (5х 3 5X 2) -2(3 x11) 


(2x — 3)? 


8) g'(x) = x7! + 2x7? + 3x7? 


A 2) 309) 


бады огт 


x3 
x? -2x -1- x? + 3х2 + Зх+ 1 
a 
x? --4х2--5х--2 
dos 3 + _ 
Ш х x? x3 


=14+4x 55x ?42x 3. 
Entonces, g(x) = 1+ 4x ! + 5x7? + 2x 3. 
g'(x) = 4(-1)x ? + 5(-2)ix ? + 2(-3)х7* 

4 10 6 


4.3 DERIVADA DE LA FUNCIÓN COMPUESTA 


Si y es una función de u definida por у = f(u), f diferenciable por и, y a su vez и es 
función de x, definida por u — g(x) y u diferenciable por x, entonces, y depende de 
x através de u. 


Bajo estas condiciones, la derivada de y con respecto a x se calcula, como sigue: 
dy dy du 
—=—=x 


= — ó D = D} *DZ. 
dx du dx 97% Мы: 


Esta expresión es conocida como la Regla de la Cadena o también como Regla de 
Derivación de la Función Compuesta. 
Ejemplo 


Calcular las derivadas de las siguientes funciones compuestas: 


ЕБЕТ: Ix? + 2х +2 (3х2 – 2х + 1)? 
Dycéx-x-x-1:2y- ara DI 344 ^ 


Solución: 


1) у= үх? –- х2 -x-1 


Método 1. Se realiza el cambio de variable: и = x? — x? — x – 1 => у= Ми. 


Dado que, 
dy dy du 
— = — ж ——;, 
dx du dx 
donde, 
Mi ШЫ Ғы 28. ы ырады д а. 1. 
a aa ae x x—1)23x 2x — 1; entonces, 


d dy d 1 d 

х= ы шс (Хай) 

dx du dx 2ү/ц dx 

d 1 Зх? – 2х – 1 
Е э Әсе шс 
ах 2У/х3-х2-х-1 2Ух3-х2-х-1 


Método 2. Рага derivar la función compuesta, inicialmente se deriva la raíz cuadrada 


y luego se multiplica por la derivada de la expresión subradical. 


e n 
dy dx^—2*-1 
dx 2xi-xi-x-d 
Nota: 
En general, para la derivación de la función compuesta, se puede utilizar cualquiera 
de los dos métodos. 


dy 1 aux) 

SU TU 022290917 

dx LEDS dx \х®°+2х—2 
x2+2x-2 


2 
dy (х®+2х—2)3 —8(х + 1) 
= ——— t 


dx " 2 
3(x2+2x+2)3 (х2--2х- 2)3 

dy —8(х +1) 

dx 2 4! 
3(x? + 2x + 2)3(x? + 2x — 2)3 


dy —8(x + 1) 


dx 33/(x?-2x 2) (x? + 2x 2) 


NC +1)" 


3 
) y x? +1 


d d 
dy _ (х? + 1) zz I Gx? — 2х + 1)?] — (3x? -2x + 12 „С +1) | 


ах (x? + 1)? І 
ay Сана ТЫЛ = СБа 2) (За чеда) (ОИК. 
dx — (x? + 1)2 ! 
ЛЕРДЕ же +x’ + 5x=2) 

dx |. (x? + 1)? | 


4.4 DERIVACIÓN IMPLÍCITA 
Una función de la forma у = f (x), se dice que es Explícita con respecto de x; esto es, 
la variable y como variable dependiente se expresa en términos de x como variable 


d 
independiente. Cuando esto ocurre, es posible calcular y' y m de manera directa. 


Cuando en una ecuación que relaciona dos variables x, y, donde no es posible 
expresar y en términos de x, se dice que y está definida Implícitamente como una 
función de x. 


Para derivar implícitamente, se debe considerar a la variable y como función de x, 
luego, secuencialmente: 


1. Derivar los dos miembros de la expresión, para lo cual, se aplica regla de la 
cadena y las reglas de derivación. 


‚_ „ду 
2. Despejar "E 


Ejemplo 1 
dy 2,4 297. 2 
Calcular = 814 + 3x = y? — 3y*cL34 
Solución: 
d d 
байг?! мо (m3 аа ; 
T (x* + 3x) E (y? — 3y? +y); 


dy dy dy 
4х3--3-3у2---6бу--4-5, 
цан! У dx Y dx dx 


dy 
4х3 +3 = (3у2 – бу + 1) = ; 
Жар (Зу ХЕ 


dy 4-3 
dx 3у2-6у-1” 


Ejemplo 2 


d Жар ; — 
Calcular m para las siguientes funciones implícitas: 


1) x?y - xy? = I 172) хуу + уух = х?у? ; 3) гу 
Solución: 
1) xy aye. 

шог 

22 ezy-iyT-y--cm 

б) Tuo 209) : 


1 2 
dy (у-луу ty 
dx — (x? — 2xy) : 
dy 1 — 2xy(x — 1)? 


ах (х—1)2(х2— 2xy) ` 


2) х/у +уух = х2у?. 


3) 


(x Jy + уух) = y; 


+ Мху! = 2x? yy! + 2xy? ; 


20 "m 
25" ат 


+ ух — zxy) y = го Саг, 


(45 
_ 2xy* TR 


x 
следи Се 
24 y Y 


B 
d x x + 2 /ху — 4х2у/у | 


2x — y 
x + 2y 


= 5(x + y). 


У = 5(х+у). 


сэ 
х +2у 


) = Bel; 


(x + 2у)(2х — y) — (x + 2y) 2x — y) 


5 2 
(х + 2у)? чу 
(x + 2у)(2—у')— (1 + 2у')(2х— y) ; 
9 A - 54 5y'; 
(x + 2y)? 


2x t 4y — xy! — 2yy! — 2x + y — 4xy! = 5(x + 2y)? + 5(x + 2у)?у'; 
5y — 5ху' — 2уу' = 5(x + 2y)? + 5(x + 2y)?y' ; 
[75x — 2y — 5(x + 2yY?]y' = 5(x + 2y)? — 5у; 


го 59QRAy-5y . 
á © —5x — 2y – 5(x + 2y)? ' 


Е 5y — 5(х + 2у)2 
У = Sx 4 2y + 5 + 2у)2` 


4.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


4.5.1 Derivadas de las funciones trigonométricas 


d 
1) Si y = sen x entonces = = COS X. 
| dy 
2) Si y = соѕ х entonces — = —sen x. 
dx 
| йу 2 
3) Siy = tg x entonces —— = зес“х. 
dx 
| йу 7 
4) Si y = ctg x entonces de - вс X. 


а 
5) Si y = secx entonces = = sec x tg x. 


d 
6) Si y = csc x entonces йн = — CSC X ctg x. 


Demostración: 


Para demostrar formalmente estos resultados, conviene recordar que: 


. senx . 1— cosx TT T 
lim - 1; lim — —— = 0; sen(7 — x) = cosx; cos (7, — x) 
x0 X x0 X 2 2 

= sen х 


dy Т sen(x + h) — senx _0 


— = lim —— — — — — = — (Indeterminación). 
dx һә0 x 0 
y . senxcosh + cosx sen h — senx 
— = lim ———— ———— —————————————— : 
dx  h>0 h ! 


sen x(cosh — 1) + cosx sen h 
m ——————————————, 
һ-0 һ 


ау . (совһ- 1 , (senh 
—— — sen x lim - + cosx lim ( ) ; 
dx һ-0 һ h=0 


d 
= = (sen x)(0) + (cos x)(1) = cosx. 
Por tanto, 


1 (sen x) = (sen x) 

—— (sen x) = (sen x)' = cos x. 

ах 
Nota: senx y cosx son constantes respecto de h, por lo cual, salen del límite. 
2) У-совх 


Se aplica el mismo procedimiento anterior y se obtiene: 


d 

qx Cos х) =(cosx)' = —sen x. 
аз ушыру SET 
ЕЕ aa 


Se aplica la regla де derivación de un cociente, así: 


ШЕ ESPANA ЭЭ. 


dx cos?x 


dy Ш (cos x)(cos x) — (sen x)(—sen x) | 


ах cos?x ! 
dy  cos?x + sen?x 1 2 
Е ON 
dx COS^X COS^X 

Por tanto, 


d 
Маг - ХЭРЭЭР. 
d (tg x) = (tg x)' = sec*x. 


OS X 


Ü 
4) y = ctgx = . 
аны ы sen х 


Se aplica la regla derivación de un cociente y se obtiene que: 


d 
5:09 x) = (ctg x)! = —csc?x . 


1 
5 = ші —— 
) y =secx pem 


Se aplica la regla de derivación de un cociente, con lo cual, se obtiene: 


dy Ш (cos x)(0) — (1)(cos x)' | 
ах cos?x і 
dy 0-(-зепх) ѕепх 
ах сох соѕ2х' 
йу 3 j : = tg x secx. 
dx  cosx cosx 

Por tanto, 


d 
ау бесх) = (secx)' = secx tg x. 


6) y = сѕсх. 


d 
ау (esc x) —(cscx)' x = — csc x ctg x. 


Se aplica la regla de derivación de un cociente. 


Ejemplo 


Calcular la derivada de las siguientes funciones: 
1) y = Узеп x + cos?x — x?tg x . 
2) y = cos(2x — 1) + tg(x? +x + 1). 


Solución: 


Se aplica las reglas de derivaciones y la Regla de Cadena, con lo cual se obtiene: 


1) y = vsen x + cos?x — x?tg x. 


dy COS X 

— = ————+ 2 cos x (—sen x) — (x?sec?x + 3x?tg х); 
dx  2Xsenx ( )-( g x) 
dy COS X 

— = ————- 2cos x (sen x) — x?sec?x — 3x?tg x. 

dx 24үѕеп х ( ) 9 


2) y = cos(2x — 1) + tg(x? + x + 1). 


dx 


dx 


dy = [—sen(2x — 1)][2] + [sec?(x? + x + D][2x + 1]; 


—2sen(2x — 1) + 2x + Dsec?(x? + x +1). 


4.5.2 Derivadas de las funciones trigonométricas inversas 


By up» ¿E ї dy 1 
) Si y = arcsen x, 7 = У S y entonces сл 
діре тт =. 
) Siy = arccosx,0 € y < m, entonces шог 
зуе : т ¿E í dy 1 
) Siy =arctgx, 2 $ У < entonces 2 = 1 
| dy -1 
4) Ду = arc ctg x, 0 < у < m,entonces зог 
T T d 1 
5) Si y = агсѕесх,у € (-т, 2 U (0, 2 ,entonces йн - == 
6) Si y = arc csc x, y € Е: 5) U | 05) entonces ша 
y 2 52 2 ! ах хУх2-1. 


Demostración: 


Para demostrar los resultados anteriores, se utiliza la inversa de cada función y la 
derivación implícita. 


2) Si y = arc cosx (0 < y < п), entonces, cos y = x. 
Luego, 


dy _ 1 
"dx seny` 


d do e dy _ 
qx os y) = 4:00; (=sen y) = 1 (1) 


Se sabe que cos?x + sen?x = 1; sen?y = 1 — cos?y, entonces, 


seny = t41 — cos?y. 


Dado que 0 < y < л, entonces sen y > 0, por lo cual, se toma: sen y = V1 — х2. 


1 
1-х2” 


а 
А] reemplazar en (1), se tiene, m = — 


Por lo tanto: 


—1 
(arccos х) x = пе 
4) Si y = arc ctg х,0 < y < п, entonces, ctg y = x. 
Luego, 
d(ctg y) _ а(х), ;, dy ду | 1 


х ах A SU» (2) 


Dado que, 1 + ctg?y = csc?y, entonces, 1 + x? = csc?y. 


Al reemplazar en (2), se obtiene: 


dy 1 
dx  1+х2 
Por tanto, 


Е (arctg x) = (arctg x) = 
dx arctg x) = (arctg x)' = 132) 


5) Si y = arcsecx,y € [-т, z) U |07), entonces, sec y = x. 


Luego, 


d d dy dy 1 
ау (Sec y) = ау (9; (secy tg Has = 1; 2r —— (3) 


Puesto que, 1--102у = sec?y, entonces, tg y = ty 'sec?y — 1. 


Ahora bien, como tg y > 0, entonces, (ду = vx? — 1. 


Al reemplazar en (3), se obtiene: 


dy 1 
dx хү. 
Por lo tanto, 
d 1 
"m (arc sexc x) = (arc secx)' = рани 


Ejemplo 


o ау T ; 
Determinar ау Рага las siguientes funciones: 
Xx 


1) y = arccos(Vx) — arcsec 8 


а+х 
2) y = arctg (=). 


3) xsen y + x? = arccos y. 
Solución: 
Para encontrar las derivadas, se deben aplicar reglas de derivación, regla de la 


cadena y derivación implícita. 


1) y = arccos(Vx) — arcsec (2) 


а а а 1 
ш "m (arccosVx) — £ (arcsec - ; 


dx d dx 
dy 1 1 1 4 3) 
dx 2 2Ұ/х 2 x2)” 

OS 
dy 1 1 1 
ханаагүй 

xNx? 

1. 
ах 24 x(1 — x) Друга хо 
dy 1 1 


dU а 1-2 


а+х 
2) у= arctg ( | 


1- ах 
2 = | : ST 
dx ах ^ “IN ax)!” 
dy 1 а (а-кх 
— = — k — H 
dx аха: xu): 
1+ (ax) 
ау _ 1 ¿LA 7 ax) – (а+х)(-а)]. 
dx | 14 (а + х)? (1 — ax)? , 
(1- ах)2 
ау (1 — ax)? [1 — ax + a? + ax] 
— == -  _ _—— Q>=z-===>R—-----— 
dx  (1-ax) + (a + x)? (1 — ax)? 
dy | 1+а? | 
dx 1-— 2ax + a?x? + a2? + 2ax + x2’ 
ду 1+ а2 | 
dx (1+х?)+а2(х?+1)' 
dy | 1+а? | 
dx (1+123(1+a2)' 
dy 1 
dx 1-х2” 


3) xsen y + x? = arccos y. 


d 
Se deriva en los dos miembros y luego se despeja => (derivación implícita). 


а 
— [xsen y + x?] = — [arccos у]; 


ах ах 


а 1 а 
х со$у СУ seny +3x? = -—— (E): 


ах [1 — y? “ах 


" 1 dy _ 223 
х созу Ta = —seny — 3x?; 
dy  -—seny-3x* ау (у1-у2)(вепу + 3x?) 


ах | 1 ° dx П = у2 
X созу + === х(/1 — y*)cosy + 1 
/1— у? 


4.5.3 Derivadas de las funciones exponencial y logarítmica 


4.5.3.1 Función exponencial 


Sea y = ах, a > 0, a = 1, una función exponencial con base a; entonces, 
a* Ina. 
Demostración: 
dy li art ar 0 E E E 
— = lim — —— —— = — (Indeterminación). 
dx  h=0 h 0 
d a*a” — a* a* (a^ — 1) m (a^ — 1) 
—— = = = а lim : 
dx | n0 h h>0 h>0 h 
dy 
— = а “та. 
dx 


Por tanto, (a*)' = a* lna. 
Nota: si la base del logaritmo es el número e, entonces y = е*; en este caso, 


ау” Х ET x “ав! Ж 
— = a*lnna— е ше = е“. 
dx 


Esto es, (e*)' = е“. 


4.5.3.2 Función logarítmica 


Sea y = log} x, b > 0, b + 1, una función logarítmica de base b, entonces: 


dy 1, 
dx x 296: 
Demostración: 


Dado que y = log,x, entonces, por definición se tiene que b? = x. 


dy 


А] derivar implícitamente, se tiene: 


d d dy dy 
c 5 атын ux cM Е M en i хш 
ас Ф ) qi 09 b In b 1; Jx 
ау. 1, 1 4у 2 
ах х "ар dx x Ба 

Por tanto: (log,x)' = -logye 


Nota: sila base es e, entonces: 
( y = (nx) l - 
X) =(1п = — (Nee =—. 
09b x x e " 
Esto es, 
d | 21 "E 1 
qe (x) = (In x) яг: 


Ejemplos 


1 . 
БУ Inb’ 


Determinar la derivada de las siguientes funciones: 


e*—e 


-Х 


1) y = In(x?e?*) 2уу= JE 3) y = logs(x? + e?*) 
22 у= IE ) y = logs 
y?4* 
4j ==2й 5) logs|logg(x? + 25)] 6) y = arctg(Inx) 
vx? + : 
7 = | l = tg(x *1) 
) y = log7llogyx] Di ded Клер 5 9) у=е 
Solución: 
1) y = In(x?e?*). 
dy d d 
2 ax mate] ome чу e) | 
dy 2 - 2x dy 3 
E EN por [x3 (2e?®) + 3х°?(е?*)]; А аси ——- (2x3 + 3х2); — 2 =2+ =. 
ех == ex 
2) у= lere 
dy | Cabs ui Cala Re — (е ЖАРА Сай Жы || 
ах | ON ropa -е- (ех + ex)? : 
eet 
dy | ‚ d ре Е амы Кш Сы t. 
dx 2Мех-е- (ех+е-х)2 , 


dy | LET te) - (ех —— 


dx 24/ех е (ех + e-x)? 
dy |. Ме + ех [(e* ех +ех – ех) (ех +ех —e* + сэ 
dx 2/ех-е-х (e* pavé ! 


ду  vet+e* [Qe*)2e?)| dy _ 2 


dx _2/е* ех (ех +е-х)2 1° ах үе ех Nerte 


зе == 
ах | (ex — e-*)[(e* + е—*)3] | 


3) y = logs(x? ред). 


dy d dy 1 d 

m qx 09s + e?*)]; qu QE [x? + e?*] * logge; 
d 1 d 2x A 

A ие [2x + 2e?*] * Іодье; = 109ье; 


ах х? +е2х ах х2 +е2х 


3AX y?4* 4 x 
= 28; = 28; y? (5) = 28. 
7* 7* 7 


Procedimiento 1: 


Al aplicar derivación implícita y la regla de la cadena, a los dos miembros, se 
tiene: 


x x 


zef) ы 2028); y (7) ш(5) +3 (5) у'=о; 
y? (5) ШЕ )+зу] =0; зу’ = -yin ($); 


cope) - iy = (2 
y s-gyl|zhy'--Z2hi];y m) - 


Procedimiento 2: 


ope 


34x 4 x 
21 28; y? (z) = 28 ; y?4* = (28) 7*. 


Se aplica logaritmos naturales en los dos miembros de la expresión: 
In(y?4*) = In[(28)7*]; 
Iny? + In4* = [n28 + In7*; 
3Iny + хт4 = [n28 + xIn7 . 


Al derivar implícitamente y simplificar, se obtiene: 


y 
штээ ҮЛ” y =l () 
n n/; n n4; n . 


5) logs|logg(x? + 2*)]. 


Sea v — loggu, conu — (x? + 2%), entonces, y = logz3v. 


dy _ ду dv dy 


1 1 
a х ‚ 
dx ағаш” dx - (5 logse) С 223 (2x + 2*[n2); 


1 
dx ГЕТЕ: + 2х) 22 Р + 2х 


dy (2х+ Z*In2)(logge)(logse) 
ах [logg(x? + 22)][x? +2*] ` 


223 [2x + 2*In2]; 


6) y = arctg(Inx) . 


dy 1 d (Inx); dy 1 1 dy 1 
dx 1+ (lnx)? dx meu dx 1 + (Inx)? х” dx х[т?х+1|` 


7) y = log;|log;x] . 


8)y- 


S 1 t 1 шева ЕЕ 
еа и = LO х, entonces, 10) и; перо, — = — —. 
97 y = 097 g dx du ЕТЕ 


Entonces, 


ах (tome) eme) (рау ее) tonne): 
dx Nu 297%) 997 ах Mogzx 2976); 997) 


dy (log;e) 
dx  x(log;x) 


E 
x(x? — 1) —-1)| 


Esta función, presenta dificultades para su derivación de manera directa. Se 
procede entonces, a tomar logaritmo natural en los dos miembros, luego se 
aplica propiedades de los logaritmos y se deriva implícitamente la expresión 
resultante. 


ту = in T SM му = In ES + 3) — In[x(x? — 1)]; 


1 
ту = In(x? + 3)2 — Inx — ln(x? — 1); ту 


1 
= ЦОЛ + 3) — Inx — In(x? — 1). 


Al derivar implícitamente, se obtiene lo siguiente: 


а d [1 

m Lui 2 2 ЕЕ 2 . , 
dx ту dx 5 In(x^ + 3) — Inx — ln(x D|; 
1ау | 2x 1 2x 

ydx 2(х2+3) x х2-1” 

dy | 1 2x ]. 

dx ?|(х?+з) x х2-11 

dy _ ух? + 


x(x? — АЛАН [ос +3) x х2-1 ! 
dy 2x* + 9х2 – 3 
9) у= е9(х2+1) 
Sea и = tg(x? + 1), entonces, у = е“. 
Al derivar implícitamente, se obtiene: 


ау _ dy du 

dx du ах? 

а 

и = еЧ“(вес?х)(х° + 1)(2х); 


а 
= = 2xetI?+1)(sec?x)(x? + 1). 


4.5.4 Derivadas de las funciones hiperbólicas 


Recuérdese que las funciones hiperbólicas, se definen en términos de las funciones 
exponenciales ех y e *. A partir de la definición de cada uno de ellas y mediante la 
aplicación de la regla de la cadena, se obtienen las correspondientes fórmulas: 


d 

1) ту Senh X) = cosh x. 
d 

2) ах Cosh x) = senh x. 
d 2 

3) ау gh x) = sech*x. 

4) —(ctgh x) = —с<сһ?х. 


а 
5) qe (бесі x) = — sech x tgh x. 


d 
6) am (csch x) 2 — csch x ctgh x. 


Demostración: 


i 2 һә - S (Et) -5 " TT gm h 
) dx senh х) = 2 2 = 5 [е (-е%)] = = cosh х. 
Por tanto, 


£ (senh x) = (senh x)' = cosh x. 


d d (senhx (cosh x) (senh x)' — (cosh x)'(senh x) 
з) T (gh x) = (жағ), AAA A 


coshx/ | cosh?x 


cosh?x — senh?x 1 


2 
= ——— = sech*x. 
cosh?x cosh?x 


Por tanto, 


d 
qe gh x) = (tgh x}! = sech?x . 


d d 1 
2) с" х) = ах (са; -) 
Ш (cosh x)(0) — (cosh x)'(1) 
i cosh?x 


—senh x 


cosh?x 


_ senh x 1 


= x = —tgh xsech x. 
coshx  coshx 9 


Por tanto: 
d 
— (sech x) 2 (sechx) =— xsechx. 
dx hx) = (sech x)' tgh h 


Nota: las otras fórmulas se demuestran utilizando procedimientos similares. 


Ejemplo 


Determinar las derivadas de las siguientes funciones: 


1) y =tgh = >) 2) у= In(tgh x) 
3) y = e* coshx 4) y = arctg(cosh x) 
5) y = xsenhx 6) senh x + cosh y = xy 


Solución: 


Зх = 1 
1) y = tgh( 2 ) 


dy h2 Е — >) d Е = >) 
—= ——— | x — . 
dx 5% 2 Jar 2 / 


oj 


dy [3x —1 
ЄЛ $есһ ( - ) 
dy 3 „Ви 
dx - 7° h ( ) 
2) y = (дһ x). 
dy 1 d 
nce — (tgh х); 
dx hx ghx) 
dy 1 cosh x 1 
-- h? = ш. 
ах  tghx POEM senh x i cosh?x 
ТЕСТ ; hxsechx; 2 = csch x sech 
e * = Toa | 
zm aa "ia Penna 


3) y =e*coshx. 


d 
d = e*(cosh x)' + (e*)' cosh x; 
dy 
E = e*senh x + ех cosh х; 
d 
H = e*(senh x + cosh x). 

4) y = arctg(cosh х). 
dy 1 d 
dx 1+ (cosh?x) j m х); 
ау 1 
ud — h xj; 
A Dymo Се 
dy зепһх 
dx 1-(cosh?x)' 

5) y- xSenh x 1 


Conviene tomar logaritmos naturales a los dos miembros, aplicar 
propiedades de los logaritmos y derivar, así: 


In y = In(x?€"^ x) => In y = (senh x)(In x). 


айп y) Ш d((senh x)(n x)) | 
dx dx 


1 
та = (senh x)(In x)' + (senh х) (п x); 


1 senh x 
-y'= + cosh x (ln x); 
y 
senh x 
у' = y| - + cosh x (n x); 
senh x 
y! = үзепһх Б + cosh x (In х) |. 


6) senh x + cosh y = ху. 
Al derivar implícitamente, se tiene: 
cosh x + senh у(у') = y + xy”; 
senh y(y') – ху' = у — cosh x; 


, y-coshx 


ан senh(y) — x` 


4.6 DERIVADAS PARAMÉTRICAS 


t € [a, b] una función definida paramétricamente; t: parámetro. 


x = Qt) 
Sea f 

y =y(t) 
Si р y Ø son diferenciables por t, y x = Q(t) es función continua y estrictamente 


creciente, entonces posee la inversa t = 0-1(х),1а cual también posee derivada. 


Entonces: 


y = Y(t) = v(0 O) 
Al aplicar la regla de la cadena, se tiene que: 
d 
dy _ dy dt _ ау | 
ах аах ах” 


dt 
dy _ dt 
dx ах 
dt 
Ejemplo 


Determinar las derivadas de las siguientes funciones definidas paramétricamente: 


T TES. 
1 (еее; ын 475 223 12. 
) ya? ) =D ) y = t?(2lnt +1)’ 
Solución: 
x=te 
DE 
d 
dy Жы ero 1 
dx dx  tet+et е +1)  e?t(t- 1) 
dt 
dy —1 


dx ед (41) 


x=t?+et 
2 2 . 
) у= = t(t- De" 


2 
dy д! к= DE те QUE Ue ODE _ | 


dx 2t +et 2t + et 2t+ et 
dy 
— = Е 
ах 
3 М = tint 
) ly = Още 51): 


gx 4 (tint) t (7) + Int 1 + nt 
ау 4t(l+int)_ ау. m 
dx 1+it | "dx 7 


EJERCICIOS 4.1 


A) Definición de derivada 


— ej 


1 + Int 


A) Por medio de definición, calcular la derivada de las siguientes funciones: 


1 1 : 
1) f(x) = 3x 5 2) fe) = 3) у= V2x 

1 2 
4) f(x) E 5) f(x) = шог 6) f(x) = 3x - 7 


5 
7) f(x) = + д 8) f(x) = senx 9) f(x) — sen(2x) 


25- 


B) Reglas de derivación 


Aplicar las reglas de derivación, para determinar la derivada de las siguientes 
funciones: 


Funciones algebraicas 


1 1 
Dy-4-gxtx*-05x* 2) у= аг" + Билл" 
а + bx T 
) y с t dx ) y x 
1-4 М7 ах" +b 
5) y = y A 
1- vz va? + b? 
1 1 
7 = -- - 23,2 
1» 2x—1 x В) у<х wx 
а b 
9) y=35-=3= 10) у = (2x? — 3x)? (x? — 2x) 


Funciones trigonométricas y trigonométricas inversas 


1) f(x) = 5cos (2x) + 3sen(3x) 2) f(x) = x arcsenx 


sen x - cos x 
3) f(x) = ———— 4) f(x) = 2t sent — (t? — 1) cost 
sen x — cos x 


5) f(x) = ctgxcscx —3sen x 6) f(x) = 2tg x — Зсід x 


1 
7) f(x) = arctg x + arctg = 


Funciones exponencial y logarítmica 


1) exe" 2) y = (x — 1)e* 
в“ Хо 
3) у= у 9 у = 
5) y = е“ cosx 6) у-х3іпх- =In(2x —1) 


1 Inx 
7) у = (x? — х – Це? cos x 8) y=7+2lnx- -> 


Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 


1) у= xsenhx 2) y = arctg x — arctgh x 
4 x? jys cosh x — 1 
)y- cosh x у= x? 
3ctgh x 
5) у= = 6) y = (tghx — De* 
Inx 


7) y = (arcsen x)(arcsenh x) 


Funciones compuestas 


1) у- (ES) 2) y = (2a + 3bx)? 
e Or 

5) y = (3 - 2sen(2x)? 6) y = TE 

7) y = ctg x — „веп(2х) 8) у= Vxe* +1 

9) у = In(e* + 5sen x — 4arcsen(2x)) 10) y = laretg - 

11) y = Матсед пх) 12) y = cos? xe?” + sec^x 


13) y = П+ Мпх + 1 


Derivación logarítmica 


1-х 
1) у= ух? (5 + 22) зепйхсоз?х 2) y = [sen2x)] ^! 
3j y=" 4) у= х 
: a 6) x—1 
= X у = 
)y ТЕГЕН ІСІНЕН 
Ж 
7) y= xsena 8) y= (1 + >) 


9) у= Хх 


Derivación implícita 


, d Е | "МЭ? 
Determinar m de las siguientes funciones implícitas: 


1) атсїд(х+у)=х+у 2) їй cd 


3) x? = ух 4) 4x? + y? = xy 


x+y 
5) vx +./y = Ма а 
7) tg(xy) = х? + y? 8) cosh х + cosh y = sen(x + y) 


9) езепх ре ПУ = cos y 


Derivación paramétrica 


. dy TP ; ue M 
Determinar ах Para las siguientes funciones definidas paramétricamente: 


4 E = a(cost + tsent) 
) y — a(sent — tcost) 
x 
5) | = a(In (95 + cost — sen t) 
y = a(sen t + cost) 
ду 2238 26 
6) Calcular ах Рага! = 5, 51: 
г = a(t — sent) 
y = a(1 — cost) 


7) Hallar EY para t = 1, si: 
dx 


x = тї 
| | [nt 
уз- 


Funciones diversas 


1) y = sen?(5x)cos? 8 2) y= 


8 


Х 
DI 


4)y = 


11 4 
2(x-2?» x-2 


x3 


3/(1 x) 


5) у= OFE ARRAY 


7) у= AG + a)(x + b)(x + с) 
9) y = ү asen?x + fcos?x 


arccos x 
пее 
13) y = In(arcsen x) 


11) у= 


15) y- еѕеп2х+үх 


17) у 22-08 


19) y = усозха“с9зх 


1 
21) у= Inx +arctg(ln x) 


Vx? +a? +x 
Vx? + а? – х 
sen(ax) 1] sen? (ах) 


25 = 3с05 (bx) р 
) y ET 


23) y = 


27 -ң«Іп------ 
) y 1 – узеп х 


29) y = ед cosh х + Jtgh?x 


C) Otros ejercicios 


1) Probar que la función y = xe 
ху = (1 — x?)y 

2) Probar que la función y = 
ху' = y(ylnx — 1) 

3) Siy = tg? - calcular y'(2) 


_ (asen(Bx) — В cos(Bx) е) 


ix 
2 


1 
х+тх 


41 + х 
6) y = TET 


1 
8) y = 359 x + tgx—x 
x?—1 
10) y = arcsen 72 


x 
12) y 2 xy a? — x? + a?arcsen E) 


xsen a ) 


14) y = arctg (кусур то 


16) у = (2ma"'* + by? 
18) у = ma 


20) y =In(x+ x? +a?) 


(x — 2)° 

22) у= Торе 
1 

24) у = 7^ (ta?) 


1 
26) y = In(arcsen x) + jx 


+ arcsen(In x) 


28) y = 2атсідуѕеп x 


2 
satisface la ecuación diferencial 


satisface la ecuación diferencial 


Dada la función y = v1 + x, hallar f (3) + (x — 3)f'(3) 


x-—t-arsent 


4) Dada la función y = e *, hallar f (0) + xf'(0) 
5) 
6) Probar que la función 5 


1 URN гуч 
= 542 А2 satisface la ecuación diferencial: 


x = у' + атс ѕепу' 


o (x2t?-cet 
7) Probar que la función y- 23 + (t- De! 


4.7 TEOREMAS DE ROLLE Y DEL VALOR MEDIO 
4.7.1 Teorema de Rolle 


Sea f(x) una función continua en [a. b] y diferenciable en (a, b). 


Si f (a) = f (b) = 0, entonces existe al menos un punto хо € (a, b) tal que (хо) = 
0. 


Demostración: 


Antes realizar la demostración del teorema, conviene interpretar el enunciado del 
mismo. 


Si una curva continua corta al eje x en dos puntos x — a y x — b,existe al menos un 
punto хо en el intervalo (a, b), de modo que la recta tangente a la curva es paralela 
al eje x; tal como se indica en la 


Figura 132. 


Figura 132. Interpretación geométrica del Teorema de Rolle 


Ahora bien, si f (x) = 0, en (a, b), entonces f'(x) = 0 y por tanto, el teorema queda 
demostrado. 


En cualquier otro caso, en algún punto del intervalo f (x) es positivo o negativo, рог 


tanto, existe algún хо € (a, b) donde (хо) = 0,10 que origina un máximo relativo 
o un mínimo relativo para f (x). 


4.7.2 Teorema del Valor Medio 


Si f (x) es una función continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), entonces: 


f (b) - Ға) 


existe хо € (a, b) tal que (хо) = Hg 


Demostración: 


Geométricamente significa, que si P y Q son dos puntos de una curva continua, 
entonces, existe al menos un punto xy comprendido entre P y Q, de manera que la 
recta tangente que pasa por el punto (xo, f (xo)) es paralelo a la recta que pasa рог 
los puntos P y Q (ver Figura 133). 


La ecuación de la recta que pasa por P y Q, está dada por: y — f(a) 2 m(x — a) 


MORO 
ОС) 


Ст ; donde m pendiente de la recta. 


Ahora bien, en algún punto cualquiera del intervalo (a, b), la distancia vertical de la 
recta tangente a la recta que pasa por los puntos P y Q es: 


F(x) = f(x) — fb) — m(x — b). 

La función F (x) satisface las condiciones del Teorema de Rolle, entonces: 
F'(x) = f'(x) — m = 0 en algún punto xy € (a, b). 

En consecuencia: 


fi) = а) 
DEN b-a ` 


^ y 


m = f'(xo) 


Tangente 


Figura 133. Interpretación geométrica del Teorema de Valor Medio 


Nota: 


El Teorema del Valor Medio, se puede escribir de otras formas, que resultan muy 


útiles, como las siguientes: 
1) f(b) = f(a) + (b — a)f' (xo); ха € (a, b). 
2) f(x) = f(a) + х-а) (хо) ; хо € (a, b). 
Ejemplo 


Para las funciones que siguen, determinar un valor de xy que cumpla las condiciones 
del Teorema de Rolle: 


1) f(x) = 4x? — 72x en [-3V2,0]. 
2) f(x) = sen x еп [0, л]. 


Solución: 
1) En primer lugar, dado que f (x) es una función polinómica, entonces es continua 


en el intervalo [-342, 0] y diferenciable en (-3У2, 0). 


En este caso a = —3V2 y b = 0, para los cuales se cumple que f (a) = 0 y f (b) = 
0. 


En efecto: 
f(-32) -4(-342) -72(-342) = -216У2 + 2162 = 0. 
f(0) = 4(0)3 — 72(0) = 0. 


Por lo tanto, en el intervalo [-342, 0] se tiene que la función cumple las 


condiciones del Teorema de Rolle; en consecuencia, existe хо € (-3У2, 0) рага 
el cual 


Р бю) = 0. 
Para determinar x, se resuelve la ecuación f'(x) = 0, así: 

f'(x) = 12x? — 72 = 0; 12(x? — 6) = 0; x? — 6 = 0; x? = 6; х = +v6. 
Dado que el valor buscado debe pertenecer al intervalo [-342, 0], se deduce que 


Хо = 46. 


HHHH 


за в - A6 0 ” 


Evidentemente, se cumple que: (ху) = f'(-V6) = 0. 


2) f(x) = senx es continua en el intervalo [0, л]; además, sen 0 = 0;<епт = 0, 


por lo cual, cumple las condiciones del Teorema de Rolle, en consecuencia, existe 
хо € (0, л) tal que (sen х)'|х=х„ = 0. 
f'(x) = cosx = 0 ; cosx = 0;х = arccos 0. 


- | т зт 
En el periodo fundamental, se tiene que: X = > Ж ==. 


TU 
Por lo tanto, el valor buscado es Xy = > 


- ыы o 
0 л12 Л х 


2х2-5х-3 1 
3 X) = — —— еп ЕЕ 3| 
у ро) = 229 1, 
En este caso, se puede establecer que la función es discontinua, con una 


discontinuidad esencial en xy = 1 y xy € Е Е 3| 
туг eek IH Hoo HÀ T 
-1/2 1 3 и 


2» 1 1 
La función se anula en los valores extremos del intervalo 23) сото $е 


observa en seguida: 


2 

ro - 203) 224) 3 18 x S 

Como la función no es continua en el intervalo dado, entonces NO cumple las 
condiciones del Teorema de Rolle, por lo tanto, Ax, para el cual f'(xg) = 0; es 
decir, no existe un punto en el intervalo donde la recta tangente a la curva sea 


horizontal. 


Ejemplo 1 


Determinar el valor de хо que cumpla las condiciones del Teorema del Valor Medio 
para la siguiente función: f (x) = x? — 9x + 1 en [—3,4] respectivamente. 


Solución: 


Por tratarse de una función polinómica, es continua y diferenciable en todo IR; en 


particular, lo es en el intervalo [—3,4] y (—3,4). 

En este caso а = —3, b = 4. 

Entonces: 
fla) = f(-3) = (-3)3-9(-3) +1 = -27 + 27 + 1. 
ҒО) = f(4) = (43 —9(4) +1 = 64 — 36 + 1 = 29. 
р-а= 4 – (-3) = 7. 

Además, f'(x) = 3x? — 9. 


Como la función dada satisface las condiciones del Teorema de Valor Medio, 
entonces, existe xy € [—3,4] tal que: 


, 2 f(b) m f(a) 
f' (xo) = рой, ` 
Al reemplazar los valores correspondientes, se obtiene: 
3х2 — 9 = 2—1 ; 3x0? -9 = 4; 3x? = 13; x 2 B rt EE, 


MONA 


3 3 


X 


Ejemplo 2 


Hallar el valor de xyque cumpla las condiciones del Teorema del Valor Medio para 
la función dada; además, trazar la gráfica y la recta tangente que pasa por 


(Xo, Р(хо)): 


ТОР 


еп [4,7]. 


Solución: 
La función dada es continua en [4,7] y diferenciable en (4,7). 


En este caso: а — 4, b — 7. 


га) = 0) = 1-2 


Г - (0-2 254-5. 


b-a=7-4=3. 


Entonces: 


1 3 
10-10) 272 -3 
р-а 3 3 


Por otra parte: f'(x) = TE о> 


Dado que se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio, entonces, existe 
хо € [4,7], tal que: 


E Жет Т ELS CNN E Lodo uo ms = 
буй 22 Xo 3)/-4,х0-3-:12,Х07-243-560хо--2-43- 
-1. 

Entonces, Xy = 5 ó xy = —1. 


Por lo tanto, el valor buscado es хо = 5. 


Гоа) = z = 1 = (х/б) = (541). 


La pendiente de la recta tangente en el punto de coordenadas (5,1) es: 


2 2 1 


0 Шог 72 


La ecuación de la recta tangente es, 


y — (хо) = f'Go)lIx — xol; 


1 
y-1--5(x-5) 


zr pd 
наста 


Por lo tanto, la ecuación pedida еѕ:у = — zx + 2 : 

Ejemplo 3 

Utilizar el Teorema del Valor Medio para calcular de forma el valor de 5/17. 
Solución: 

Sean f(x) = Ух; a = 16, b = 17, ху = 16. 

Segün el Teorema del Valor Medio, se cumple lo siguiente: 


FG) = К; s e qu p] 


De aquí se obtiene que: 


f (b) = f(a) + (b—a)f'(x9). (1) 


Al derivar f (x) se obtiene: 


7 Од) =Z. (2) 


4x4 


Al reemplazar los valores correspondientes en las expresiones (1) y (2), se obtiene: 


1 
V17 = 416 + (17- 16) - ——; 
7 + (17 ) СТЕР 


1 
4 
17=2+-—=; 
4\/ (24)3 
/17 =2+ : 
E 4(23) ' 


1 
4 = sc : 
17-245 2 + 0,0315; 
1/17 = 2,03125. 
4.8 LÍMITES DE FORMAS INDETERMINADAS 


= [as formas indeterminadas, son operaciones a las que по se les puede aplicar 
ninguna regla operatoria y por tanto no tienen ningün significado numérico. 


: 0 oo со 
Expresiones de la forma 87229 оо — 00,0 — œ, 1^, entre otros, son formas 
со 
indeterminadas. 
= Muchos limites funcionales, conducen a estas formas indeterminadas, por 
ejemplo, 


i x?—1 0 , Зх+4 о 
Же 0 8 8-7 9 


. La regla de L'Hopital, permite calcular este tipo de límites, con la ayuda de las 
derivadas de las funciones implicadas. 


4.8.1 Teorema de Cauchy 


Si f (x) y g(x) son funciones continuas en el intervalo [a,b] y diferenciables en 
(a, b), con g(x) # 0, existe al menos un valor хо Е (a, b), de manera que: 


ПОРТ а) АС) 
90) - да) g'(x0)' 


Demostración: 


Supóngase que g'(b) = g'(a). 
Según el Teorema de Rolle, g'(x) = 0 para algún valor хо € (a,b), lo cual es 
contrario a la hipótesis. 


Entonces: g'(b) + 4 (а). 


f(b)-f(a) 


— M; donde M es constante. 
g(b)-g(a) 


Ahora bien, sea 


Por otra parte, sea F(x) = f(x) — f (b) — M[g(x) — g(b)]. 
La función F(x) satisface las condiciones del Teorema de Rolle; esto es, F(x) es 
continua en [a,b] y diferenciable en (a, b); además, Е (хо) = 0, para algún хо € 
(a, b). 

Е (хо) = f'(xo) — M[g'(xo)] = 0. 
Entonces: 


| fo)  f(b)-f(a) 
20)  g(b)-g(a)' 


4.8.2 Regla de L'Hopital 


Dadas las funciones f(x) y g(x), derivables en el intervalo 0 < |x —a| < ó y 
9 (х) #0 para todos los valores del intervalo, y tales que limf(x) = 
xoa 
0 y limg(x) = 0. 
x0 
ГА 
Si existe o es infinito lim MIS , se cumple que, 


10) f'o 


2. g(x) B 5. g'(x) 


Demostración: 


Al sustituir b por x en el Teorema de Cauchy y teniendo en cuenta que 

f(a) = g(a) = 0, se cumple que: 
f -f fG) Ро) 
90) – дка) 90) g'o) 

Cuando хо > а, x > а, por tanto: 


NONU 


xag) хоад О) 


para algün x, € (a, x) 


Notas: 


со 
= Forma—. 
со 


La Regla de L'Hopital sigue siendo válida рага el caso: 


Ра) о 
lim == = — 


хэай(х) 0 


= Ғогтаѕ 0 - о y oo — оо, 


0 
Estas formas se las puede transformar a las formas F em 


= Forma 0% 00% 1%. 


Si lim (у) conducen a uno de estos tipos lim [lny] es de la forma 0 ж oo, 
x>a 


x>a 
Ejemplos 


Calcular los siguientes límites: 


Sf 5x + 21пх 
) o x + 3lnx 


1 
7) lim xx-1 
x1 


со 


x 2 


aiin — 
) lim x—2 


8* — 2* 
4x 


4) lim 


Г xt + х? 
im ———- 
хэ+о ех + 1 


6) 


8) lim (tg 
х-(2) 


2 


Solución: 
11117256 44-256 0 
Lug cx СО 
x*—256 | (x^ - 256) _ LATIN 
M cur A med 28x те 
2” e*—e? е?-е? 0 
721 2-7 “17-27 0 
ETP E 
rus Xe xu (x — 2) pg S" 
3 xe* 0 
Ig 
xe* е 


е*(х +1) 


J 


= lim 
x>0 ех 


=lim(x+1)=0+1=1. 
x>0 


gr—2* 80-29 0 


QM ux ^ a 1% 
li Вт? y (8% -2V 
x 4x B (4x)' 2 
8* [n8 — 2* [n2 
= lim — —— — — ; 
x0 4 
8 
808-2002: In8 — In2 (5) ша 2in2 n2 
Е 4 4 7 4 4 4 2" 
5) Ji 5x +2lnx | оо 
pane Б^ 
2 
. Бж+2тх “ (5х+2тх)' |, dmi i M 
koe уе a5 С + Зу) x91 3 1400 
Х 
7 x*-Fx* œ 
LAM ыт uw 
E RE o Ux due) 


lim = lim +; 
хэ+о ех +1 хо (ех +1) 


| 
5 


(4x? + 2х)' 


J 


ve (езу 


(12x? + 2) 


XC o5 (exy , 


— 
к-. 


II 
5 


1 
Sea у = xx-1. Al tomar logaritmos naturales en los dos miembros se tiene: 


1 
ту = In (ет) ; 


| -( 1 ) тод = Inx 
пу = (3 Jn үү: 
; — jim са = 2 
Por tanto, lim [пу] = lim іш E 
(тх) ЭГ 
| eU" nx ELE 
ЕДЫ Еее «imr eit 


Entonces, si [ny > 1 cuando x > 1, entonces, y — el = е. 


1 
Por tanto, limxx-1 = e. 
x>1 


8) lim (ga) = 000 , 


-E 


2 


Sea у = (tgx)*?**. Al tomar logaritmos naturales еп los dos miembros, se llega 
a: 


ту = In[(£gx)*95*]; 
ту = cosx In(tgx). 


In (tgx со 
lim біту) = ]im „|созх In(tgx)]- lim " Eo ) = 
TU TU TU 
х-(2 хэ(5) хэ(5) 
2 sec?x 2 
t кес?х 
lim _(Iny) = lim 8 LT - lim. 20 
хә(®) хэ(2) | secx tgx х- (2) secxtg?x 


Como In y > 0 cuando x ^ (2), entonces у e? = 1. 


Por tanto, lim | (£gx)^?** = 1. 
T 


х-т 
2) 


4.9 LA DIFERENCIAL 

4.9.1 Definiciones y conceptos 

Sea y = f(x) una función derivable en todos los puntos del intervalo (a, b) y sea 
x € (a, b), entonces, existe f'(x) V x € (a, b). 


Por definición de derivada, se puede escribir lo siguiente: 


х) = li Да + Ах) КО , [А КО , Ay 
f Tarso РАПС Ах Ax BS Yr 


De aquí, se tiene: 


A 
" = f'(x) + a(Ax) donde а(Ах) > 0 cuando x > 0. 
Entonces, 
A 
M = f'(x)Ax + Ax a(Ax). 


Esto significa, que la expresión |Ay — f'(x)Ax| se puede hacer tan pequefio como se 
quiera, tomando |Ay| suficientemente pequeño. 


Por tanto, f'(x)Ax es una aproximación para el valor de Ay para |Ax| 
suficientemente редиейо y se escribe: 


Ay = f'(x)Ax. 
4.9.2 Definición de diferencial de una función 
Sila función f se define por y = f (x), definida en D с R, entonces la diferencial de 
y, se denota y define como sigue: 

dy = f'(x)Ax. 
Donde x pertenece al dominio de f'(x) y Ax es un incremento arbitrario de x. 
4.9.3 Definición de diferencial de x 
Si la función f se define por y = f (x), definida en D С R, entonces la diferencial de х, 
se denota y define por: 

dx — Ax. 


Donde Ax es un incremento arbitrario de x, y x está en el dominio de definición de 
f'(x). 
De los anteriores resultados se puede escribir: dy = f'(x)dx. 


En la Figura 134, se muestra la representación geométrica de la diferencial; se 
destaca la recta tangente a la curva у = f (x) en el punto cuya pendiente es f'(x). 


Se puede notar que, el valor de dx disminuye en la medida que el punto Q se acerca 
al punto P, con lo cual, el segmento SQ se hace más pequeño (ver Figura 134). 


Observe que: 


50 = Ау — dy. 


Figura 134. Interpretación geométrica de la diferencial de una función 


Ejemplo 


Sea y = 3x? — 4x. 


Determinar Ay y dy, para los siguientes casos: 


a) Cualquier Ax y dx. 


b) x = 2,Ах = 0,1; x 2, Ax = 0,01; x = 3, Ax = 0,01. 


Solución 


a) у+ Ay = 3(x + Ax)? — 4(x + Ax); 


b) 


3x? — 4x + Ay = 3[x? + 2 + Ax + (Ax)?] — 4(x + Ах); 


3x? — 4x + Ay = 3x? + 6xAx + 3(Ax)? — 4x — 4Ax; 


Ay = (6x — 4)Ax + 3(Ax)?. 
Por otra parte: 

dy = ГОХ х: 

dy = (6x — 4)dx; 

dy = (6x — 4)Ax. 


x Ax Ay dy Ay – dy 
2 0,1 0,83 0,8 0,03 

2 0,01 0,0803 0,08 0,0003 
3 0,001 0,00803 0,008 0,00003 


En la tabla se observa que, en tanto Ax está cercano a cero, la diferencia Ay — dy 


es más pequefio. Cuando x cambia en una pequefia cantidad Ax, el cambio 
correspondiente en y es aproximadamente dy. 


4.9.4 Reglas para calcular diferenciales 


Sean f y g funciones de x, derivables y c constante. 


Las fórmulas para calcular diferenciales son de alguna manera, similares a las que 
se utilizan en el cálculo de derivadas, así: 


1) d(c) 2 0;c constante. 

2) d(x”) = nx™tdx. 

3) d(cf) 2 cdf. 

4) df +g) = df + dg. 

5) d(f * g) = f dg +g df. 

6) «(5 D añ. 

Nota: debido a que si y = f(x), se sigue que dy = f'(x)dx, por lo cual, si f es una 
función compuesta, de modo que x = g(u), entonces: 


dy = | (и) «u'(x)dx es decir dy = f'(u)du. 
Ejemplo 
Calcular dy para las siguientes funciones: 


x? + 4х +1 
шилэн еасан: 


2) y =tg(2x) + sen?x. 
3) y 2 e* + arc sen(3x). 
Solución: 
1 pe ш 200 
х^=—5Б 
ds = — 5) d(x? + 4x + 1) — (x? + 4x + 1) d(x? — 5) 


CE dx; 


(x? — 5) (2x + 4) — (х2 + 4x + 1) (2х) 


_ (x4 +2x? — 12x? — 22x — 5)dx 


d 
4 (х2 — 5)2 


2) y = tg 2x + sen?x. 


dy = [d(tg2x) + d(sen?x)]dx; 

dy = Гбес?2х)(2) + 2sen x cos x]dx; 

dy = 2(sec?2x) + 2sen x cos x dx. 
3) у= e* + arcsen(3x). 

ду = [a(e*^) + d(arcsen(3x))|dx; 

dy = (же + тез ах 

М1 = 9х21 ” 
Ejemplos 
dy пече | 
Determinar ах Para las siguientes funciones: 
5 

1) ху? +х?у-== 0. 


) в ө, 
y=t+2 ` 


3) arctg (—) = In(x? + y?). 
Solución: 


1) xy? + x?y - i20. 
5 
d (о? + x?y — >) = d(0); 
5 
d(xy?) + d(x?y) + (- 2) = 0; 
5 
x(2y)dy + y?dx + x?dy + 2xydx + үз 4х =0; 


5 
(v + 2ху + 2) dx + (х?  2xy)dy = 0. 


Ён = d(3t — t?) 
dy — dt | 


ах = 3dt — 2t dt = (3 — 2t)dt = (3 — 2t)dy; entonces, 


dy 1 
dx 3-2 


1 
= а [2х ах + 2y dy]; 


l (ха ах) = ( = )ах+( 2 Ja». 
х2 ку? y X00 a yit Ayr у2) 7 


2x + у 2у—Хх 
Селаи ЕСА 


x? +y x? +y 

2x + у _ 2-5) 
(ууз) dx = (ата is 
2x + —2 
Se- Gto 
x? + y? x? + y? 

dy 2х+у 

dx х-2у 


4.10 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 


Sea y — f(x) una función definida en D c R. La función f'(x) es la primera 
derivada de f con respecto a x, Vx € D. 


f(x + - feo 
h 


fux) lim si el límite existe. 
Se puede observar que f'(x) es otra función dependiente de x, por lo cual, la segunda 
derivada, denotada f" (x), se define así: 

f'Gx-t h) — f'(x) 


" (x) = lim —————— — ——— si el límite existe. 
f ( ) һ-0 h 


Y así sucesivamente, se puede obtener: f" (x), f V? (x), =, f '9 (x). 


Se debe recordar que, la derivada de un orden determinado en un punto, existen si 
todas las derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto. 


Otras notaciones para las derivadas de orden superior son las siguientes: 
2 3 n 
EAN и. оо 
dx Y аз Уат Y c 
Al proceso de obtener derivadas de orden superior, también se lo denomina 


Derivación Sucesiva; a la derivada n-ésima, también se la denomina Derivada de 
Orden n. 


Ejemplo 1 


Calcular las segundas derivadas de las funciones dadas: 
1) f(x) = x? — 4x? + 2x? +10. 
2) g(x) = x* Nx + 8x. 


3) f( = Ee. 


Ус 
1 
4) 0(8) - T 
1— ух 
5) f(x) = TEENS 
Solución: 


1) f(x) = xë — 4x? + 2x? + 10. 
f'(x) = 5x4 — 12x? + 4x; f" (x) = 20x? — 24x + 4. 


1 7 
2) g(x) = х®/х + 8x; g(x) = х3х2 + Bx ; g(x) = х2 + 8x. 


dy 7 5 dy /7 5 ' d'y 35 з а?у 35 
— = — y2 8: —— = — '—— = — X2 : —— = 
dx 2* T ' dx? (5х +в) 'dx? 47? "ах: 4 
JJO = +" 
t)=vt+=; t)=t2+t 2. 
)f Ji f 
2 
Тр 0690) алал.) 
dt 2 2 dt? ағаш dt X2 2 


за 23 


df | 1.3 3.5 df -1 3 df -1 3 
dt? 4 4 "dt? 


Е-Е е: 
3 5? 2 
ez аз 4° tit 4824 


; 2(6) = (s? - 12. 


4) g(s) = та 


| -( 2-4)? Е (55-41) g'(s) -( 2-1)7»2 
= ---- -- ж--- — : --- -- ж : 
g (s) = —3(s 2 ЖАС 2 (8 5; 


9 (5) = == g'(s) = s(s? — та 
(s? — 1)2 


оо = [6-02] ia" 5G - 0709 + 2 - 075; 


2s? 1 2s? 1 
4”) - ———44 ==; 9" (s) = мэ 


— xXx. 


+ —= 
(s2—1)2 (s2- 1)2 ЦЕНО салу 


1-4Хх 1-х2 
5) f(x) = fœ) = 1 
i 1+ух 5 1--х2 


рэн (1 + x2) (317) - (1 em xi) (247) 


277 (1 + 2) (317) — x3 (2 (1 T x2) 3172) | 
BE (ыу | 
"оз AED шу E 
Ejemplo 2 


Determinar la derivada n-ésima de las siguientes funciones: 


1 
2 = . 
) у= з +2 
Solución: 


En ambos casos, se trata de establecer o determinar una fórmula de recurrencia para 
calcular la n-ésima derivada. 


1) улаа, 
y ==: 
y" = 263)"; 
y" = 2063693; 
y" = (-C19(2*3*4)x 5; 
„ 103 (2*3 * 4) 
у---- 


x? 


(-1)"(п+1)! 


Se deduce que, en general, ye Exp 


Donde n! = n(n — 1)(n — 2) ...2 x 1 se llama Número Factorial. 


Por ejemplo: 


в СЇ +10  6*5*4*3«2«1 _ 720 
Ци Билл oa 


2) y = (3x 42) *. 
у' = (CDGx + 2)? (3); 
y" = (—1)(—2)(3х + 2) 3(32; 
y" = (—1)(—2)(—3)(3х + 2)7*(35); 
y" = (DA * 2 * 3)(3х + 2)-4(33); 


| (7-10 *2 * 3)(33) 
т (3x + 2)4 


"t 


Se deduce que la n-ésima derivada está dada por la siguiente fórmula: 


| (-1)'n!3* 
~ (3x + 2)"+1 


(n) 


Ejemplo 3 
Calcular y" para las siguientes funciones: 
1) х+ху+у 2. 
2) вх нау жа?ы”, 
Solución: 
1 х+ху+у=2 
Realizando derivación implícita, se obtiene lo siguiente: 


1+ху'+у+у'=0;1+у=у'(х+1); 


y y+1 
xt1 

„_@ (1-1) +» Oo OD. 
odxXAx+1) (x + 1)? , 

y+1 
Е анхаа. 
(x + 1)? ! 
». 2(у+1) 


2) b?x? + а?у? = a?b?. 


Mediante derivación implícita, se obtiene: 
2b?x + 2а2уу' = 0; у ==>. 


A partir de 2b?x + 2a? yy', se deriva implícitamente otra vez: 


—p? Б ағу”? 
НЕЕ 
! р? 
Dado que: у = = entonces, reemplazar еп la expresión рага у” se 
obtiene: 
boy 
b? +a? өс) 
y" z li > 
а?у ! 
b*x 
4 (отут) 
y" 
a?y 
" b?a? y? + b^x? 
y ET уз 0? 
"s b? (a?y? + b?x?) 
y = aty3 г 


Teniendo en cuenta que a?y? + b?x? = а2Ь2, entonces, 


"Эй | b'(a?b?) __ р“ | 
=> aty3 НЫ a? y3' 
тт p* 
У Tyr 
Ejemplo 3 


‚ _ а?у T€ 2 Эр ЭР 
Determinar ау: Para la siguiente función, definida paramétricamente: 


b — [nt 
yet^-1 
Solución: 


Se debe aplicar derivación paramétrica, así: 


d(2t?) 


d? d (а d 4t 
dx 1 
t 


dx? ах\ах dx 

dt 
а?у 3 
dx? — 4t . 
EJERCICIOS 4.2 


1) En los siguientes ejercicios, verificar las condiciones del Teorema de Rolle y 
hallar el valor de хо apropiado en el intervalo indicado: 


а) ТОО -w-z [1,2]. 
b) fx) = x? -2x? -x € 2; [712]. 
с) fœ) = x3 - 12x; [0:23]. 

d) f (x) = x? – 16x; [0,4]. 


3 
e) f(x) 2 4x2 + 12x? - x — 3; [5.3] 
2) Se puede aplicar el Teorema de Rolle para las funciones a) y b): 


x? — 16x x? + 16x 
ш-----. Ь ------ 

а) (00-72 ) Ро) = — 

3) En los siguientes ejercicios, verificar las condiciones del Teorema del Valor 


Medio y encontrar el valor adecuado para хо. 


а) р(х) =x? +x- x; en[-24]. b) ғо) DE en [-1,4] 
с) f(x) = Ух +2; en [4,6]. d) f(x) TB en 1-23| 


e) f(x) = lnx; [12e]. 


4) Obtener un valor aproximado para las siguientes expresiones: 
1 
5 

31 ; b) (5,001)? ; —. 
a) N31 ; b) (500123: с) << 
5) Calcular los siguientes límites, por medio de la Regla de L'Hopital 
— e 3* cos (2x) — cosx 
а) lim —————. b) шиг, 

х-0 Senx x0 sen^x 


с) lim(x cs X). d) lim(1 -ех)е“. 


е) lim (5 кол Р) lim e f92*, 


х-0(Х2 1-—cosx 0 
. lIn(ctg x) | ще 
9) P exc D (1+5). 
ех(1 e* 
i) lim ( ) 


x20 (1 + х)ш (1— x) ` 


6) Hallar dy para las siguientes funciones: 


senx 

а) у= 203 b) y = arccos(2x). 
— In(t : а =з а! 

c) у= In(tg x) Jy I 

ð ще 3 _2х—1 
ж, Пу ат" 


7) Еп los siguientes ejercicios, encontrar para los valores dados: Ay, dy y Ay — 
dy: 


1 
а) y=x*-3x;x=2; Ax 2003. b)y-—;x-2; Ах = 0,01. 
x 


EX EL ae луш E 
суу=х%+1; x21; Ax = —05. унт sod nace 


— 0,01. 
dy 
8) Hallar ах Рага las funciones dadas: 
a) 2xy? + 3x?y = 1. b) xy = (x — y). 
c) x?Iny + y?Inx = 2. d) cosx + cos y = xy. 


9) Para las funciones dadas calcular la derivada que se indica en cada caso. 


1 


a) f(x) = Тусе f (o). b) f(x) = arctg x ;f" (1). 
с) fœ = x 770 d) y = T ¡yO 
е) y = lnx; уб Р) у = хех; уб. 


10) Hallar las segundas derivadas de las siguientes funciones: 


a) y = (1 + x2)arctg x. b) y= TE 


1 
с) у= : = /1—у2 
) у түк d) y 1 — x^ arcsen x. 


e) y =In(x+ 1 + x?). Р) у= уаг-х2. 


- x-3 00. КИЕ T 
11) Demostrar que la función y = EN satisface la siguiente relación: 


2у? = (у 2 Dy”. 


12) Demostrar que la función y = e 


тт 1 ГА 1 
ху —gy к= 


satisface la relación que sigue: 


13)  Paralas funciones dadas, determinar la derivada indicada: 


d? I 
a) у= tg(x + y); T b) y = ѕеп(х + y); y". 


с) gt = xy; у". d) x? +y? — 3axy = 0; y". 
14) Determinar la derivada indicada de las funciones que siguen, definidas en 
forma paramétrica: 


x —acost | а?у 

а) їг dx?' 
2. ағу 
) y-a(1-cost)' ах?! 


х —atcost а?у 
2 | = @ еп t ? qx2' 


15) Demostrar que se cumple la relación indicada para la siguiente función: 


2. 


у 36-125 36У (y —У3х) = х 3. 


CAPÍTULO 5. 
APLICACIONES DE LA DERIVADA 


5.1 APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA DERIVADA 
5.1.1 Tangente de una curva 


Sea у = f (x) una función diferenciable en хо. La pendiente de la recta tangente a la 
curva de ecuación у = f (x) en el punto (xo, уо) es m + | (хо) (ver Figura 135). 


y=f(x) 


Tangente 


Figura 135. Gráfica de la tangente a una curva. 
La ecuación de la recta tangente а la curva y = f(x) en el punto (хо, yo) es: 
y — yo = f'(xo)(x — xo). 


5.1.2 Dirección de una curva 


Sea a es el ángulo que forma la recta tangente a la curva y = f(x) con la horizontal 
en el punto хо. Como su tangente trigonométrica es precisamente / (хо), entonces 
es claro que: 


tg a = / (хо). 
Por lo tanto, la dirección de la curva еп el punto (Хо, yo) es: 
а = агс 0 (хо). 


5.1.3 Recta normal a una curva 


La ecuación de la recta normal a la curva cuya ecuación es y = f(x) en el punto 
(Xo, yo) viene dada por la expresión: 


—1 
y — yo А поета 


Esta recta es perpendicular а la recta tangente еп el punto (xo, yo). 
5.1.4 Ángulo entre curvas 


El ángulo formado por las curvas de ecuaciones y = р(х) y у= р(х) 
diferenciables en el punto común P (x, yo) es el formado por las tangentes a esas 
curvas dicho punto. De la Figura 136 se tiene que: Ø = а; — a4; entonces, 

tg 42-19 @1 


сана эн с dod. 


De aquí se obtiene que, 


1:(х0)--Л (хо) 
1+ f?'(xo)fi(xo)]- 


@ = arctg 


у= (х) y=f(x) 


Figura 136. Representación gráfica del ángulo entre curvas. 


NOTA: 

Si tg Ø > 0, el ángulo en el punto de intersección es 0. 

Si tg Ø < 0, el ángulo en el punto de intersección es 180° — Ø. 

Ejemplo 1 

Determinar las ecuaciones de la recta tangente y de la normal a la curva en el punto 


dado: 


a)y=7* х%::(02/; 
ҮЗ 1 

ра шы бе 

)х°+у E ;) 


с) у =1од›х; (4,2). 


Solución: 


5 
Recta tangente a la curva en (0, 5), 


= 2(0х- 0); y = -2 je 
y 2^ x ; уж -2х 2 


Recta normal a la curva en el punto (0,2) гу-- = = (х – 0); y = zx +2 (ver 


Figura 137). 


2 
Figura 137. Representación gráfica de la función f(x) = - = 3 


b) x? +y? =1. 


Al derivar implícitamente, se obtiene: 


КЁ 
нэ o x MBNA Z 
2x+2yy"=0; у = y (32.5) 17 УЗ. 
2 
е : УЗ 1 
Ecuación de la recta tangente al círculo en el punto (2, =) es: 
1 v3 
ЕЕС 


o А ҮЗ 1 
Ecuación de la recta normal al círculo en (2, 3 es: 


Mr тте —X. 


1 1 КЕРЕККЕ 
EE 


у= -АЗх-2 


Figura 138. Representación gráfica de la función x? + y? = 1 y la tangente en E). 
с) y = 109;х: 
1 1 
! = — ; у!(4,2) = ——. 
4 хіп 2 y'(42) 41һ2 


Recta tangente 


1 1 
y-2-35509- 4); y- (a) +5) 
Recta normal: 
y-2=-4In2(x- 4); 
y = (-41n2)x + (161n 2 + 2). 


Figura 139. Representación gráfica de la función y = log; x, y la tangente en (4,2). 
Ejemplo 2 


a) Determinar los ángulos que forma la curva y? = x +1, en los puntos de 
intersección con los ejes cartesianos. 


b) Determinar ángulo que forman las curvas у = (x — 2)?, у = —4 6x — x? en el 
punto de intersección 


c) Demostrar que las hipérbolas x? — y? — 1, xy — 1 secortan entre sí, formando 
un ángulo recto. 


Solución: 


T 1 
а) Al derivar implícitamente, se obtiene, 2yy' = 1;у' = 2 
Los puntos de corte de la parábola con los ejes coordenados son: 


Eje y: A(0,1) y B(0, —1); eje x: C(—1,0). 


1) y'(0,1) = : E i (ат t (5): “26033! 
) y (0, 20) 237 дал; a = атсід (5); а = . 
2) у'(—1,0) = = шт і 
) у , C2t-1) 2-7 402; 


1 1 
æ, = arctg (-5) a, = 180? — arctg (-5) 


аз = 1800 — 26033"; а; = 153047". 


R 


3) y'(-1,0) = = с; tgz = ©; € = arctg ©; аз = 90° . 


1 
2(0) 


Figura 140. Gráfica de y? = x + 1 y ángulos en los puntos de intersección con los ejes. 
b) Los puntos de intersección de las parábolas son P(1,1) y Q(4,4). 


Los ángulos Ø y 0, son iguales (ver Figura 141). 


Las derivadas: 


y-2(x-2)5y'22(x-2) y' (4) = 4. 


у=—4+6х—х°?;у' = 6—2х; у'(4) = 2. 
Por tanto, 
—2—4 —6 


- == = 0=arct (5) = 20%36 
"TAO а ее Ш | 


tg Ø 


у-(х-2) 


уж-4+6х-Х 


Figura 141. Gráfica de y = (x — 2)?; у = —4 + бх — x?, y ángulos en los puntos de 
intersección 


c) Puntos de intersección de las hipérbolas x? — y? = 1, xy = 1. 


Se debe resolver la ecuación x* — x? — 1 = 0. 


Е T ; 1 
Las raíces de la ecuación anterior son: x = + zW 2 + 2V5 . Por lo tanto, los puntos de 


intersección de las dos curvas, son: 


dE | +25) y o 2+205.- 2) 


2+ 25 


Estos puntos son simétricos respecto al origen de coordenadas. 


1 . 1 
Al derivar xy = 1, se obtiene, y' = -2 рог lo tanto, 


Ч ) : 
Xx, ==, 
Жас 145 


x 


Al derivar x? — у? = 1, se obtiene, 2x — 2уу' = 0; de donde, у’ = =; por lo tanto, 


у” 
, 1 + М5 
y (%1,y1) = 2 . 


De modo que: 


Figura 142. Gráfica de x? — y? = 1; xy = 1 y ángulos en los puntos de intersección 


5.2 RAZÓN DE CAMBIO 


El concepto de Razón de Cambio, también conocida como Rata de Cambio o Tasa de 
Cambio, se refiere, a la medida en la cual una determinada variable se modifica con 
relación a otra. 


Si y = f (x) es una función de х, la razón de cambio de y por unidad de cambio de х 
en Хү, es precisamente f'(x4), si esta existe. 


Para resolver problemas de variaciones de magnitudes con respecto al tiempo, se 
propone el esquema siguiente: 


1) Entender el problema y determinar las variables intervinientes. 


2) Establecer la relación funcional entre las variables y la variación que se 
desconoce. 


3) Derivar con respecto al tiempo, reemplazar datos y obtener la variación 
desconocida. 


4) Concluir. 
Ejemplo 1 
Una lámina metálica en forma de triángulo equilátero, se calienta y cada lado se 


dilata a una tasa de 5 cm/h. Calcular la velocidad con que se dilata el área del 


triángulo, cuando los lados miden 20 cm. 


Solución: 


Inicialmente se calcula el área del triángulo en función del lado. 


X 
2 


X 
Figura 143. Representación del triángulo del problema 
Sea x la longitud del triángulo, medida en cm; entonces, el área es: 


1 


А- лын (1) 
De la Figura, se tiene que: 
3x? 
22 ерым спра 
х ( ) + А; ћ = х ‚һе = "E 
3 
h- з, (2) 
Al sustituir (2) en (1), se obtiene, 
1 (МЗ 
А= 2* ES ; 
УЗ 
А = х (3) 
Al derivar la expresión (3) respecto a t, se obtiene, 
dA «3 v3 


dx dx 
a 294,57 Фар 
Dado que, x = 20 cm ; z = 2 cm/h; entonces, 


dA _ УЗ (og) (5) = 5V3 = 8,67. 


dt 2 
Por tanto, el área se dilata a una velocidad de 8,67 cm? /h. 


Ejemplo 2 


Dos lados paralelos de un rectángulo, se alargan a una tasa de 3 cm/seg, en tanto 


que los otros dos lados se acortan de manera que la figura resultante, es en todo el 
tiempo, un rectángulo de área constante igual a 60 cm. 


Calcular la variación que experimenta el perímetro, cuando la longitud de los lados 
que se alargan llega a: 


a) 6cm. 
b) 10 cm. 


c) Determinar las dimensiones del rectángulo cuando el perímetro deja de 
disminuir. 


Solución: 

Sean: 
x: longitud en cm de los lados que se alargan. 
y:longitud en cm de los otros lados en t. 


P: perímetro. 


А: área. 
» 
х 
Figura 144. Representación gráfica del problema 
Entonces: 
P = 2(x + y). (1) 


Al derivar la expresión (1) con respecto a £, se obtiene: 


dP (E 2) 3 
a a a (4) 
Ahora bien, el área se calcula como sigue: 


А = xy. (3) 


Al derivar la expresión (3) con respecto a t, se obtiene: 


dA dy dx 
dt “a "de 


Como A = 60 (constante), entonces 


ку шй 4 
"db "dp с) 
а) Cuando x = бст у = 10 ст, зе Цепе que: 
dx _ 3 
FE cm/seg. 
Al reemplazar en (4), se obtiene: 
dy dy 
(07 + (10)(3) 2 0; С —5 cm/seg. 


Se reemplaza en (2): 


аР эв 5) = -4 
ae = ст. 


Aquí el perímetro disminuye. 
b) Cuandox = 10cm, y =6 cm, == = 3 cm/seg. 
La sustitución en (4), produce lo siguiente: 


dy dy 
(10)—= + (6)(3) = 0;—— = -1,8 cm/seg. 


Se reemplaza en (2): 


2-8 18) -2,4 
-- 8) = 2,4 ст. 


Aquí el perímetro aumenta. 


: — dP dy d 
c) Elperímetro deja de disminuir cuando "rm 0. Esto ocurre cuando - = - = —3. 
Por tanto, x(—3) + y(3) = 0, entonces х = у. De esta manera, se obtiene un 


cuadrado de lado x. 


A = x? = 60 cm?; x = У60 cm; entonces, dado que x — y, se obtiene que, 
x = у = 2115 ст. 


Ejemplo 3 


De un recipiente de forma cónica invertida, sale agua a razón de 2 cm?/seg. Si el 
radio del cono es 5 cm y la altura 10 cm, determinar: 


a) La variación que experimenta el nivel del agua, en el instante en que la superficie 
libre ésta a 8 cm de la base del recipiente. 


b) La variación que experimenta la superficie libre del líquido. 


c) Lavariación del perímetro de la superficie libre. 
Solución: 


El volumen del cuerpo de agua en el cono de radio r y altura h es: 


1 
V =3ar?h. (1) 


Por semejanza de triángulos, se tiene la siguiente relación: 


10 h 1 
гэ 138 ;^ 
Al reemplazar r en (1), se obtiene 
и- Та (са) в 
3 \2 
y- ший : (2) 
12 


--5--- 


10 


Figura 145. Representación gráfica del problema 


Al derivar la expresión (2) con respecto t: 


dv m,,dh я 
dt ' (3) 


dt 4 
a) Dado que Ян -2 Ст? eg , h = 8 cm, entonces al reemplazar en (3) se 
obtiene: 
m dh dh | (—2)(4) dh 1 


cm 
2-28 dt dt бт. Үш E "om ddr. 


El nivel de la superficie libre del líquido, disminuye a una tasa de 0,0397 cm/seg. 


1 
b) Elárea dela superficie libre es А = пт? у=. h, entonces: 


LaS nh? 
А-л(2 8) А-г (4) 


Derivamos (4) con respecto a t: 


dA m h dh 5 
dt 2 dt' (5) 
Como ћ = 8cm, ша - - 2, entonces al reemplazar en (5) se obtiene: 


SETOJ ар 1. перла 
dt 2 ста тост Sega 


El área de la superficie libre, disminuye а una tasa de 0,5 ст? /зед 


с) El perímetro de la superficie libre es: 


P = 21 = 2 (£); 
= 2лт = 2n >]? 


P = nh. (6) 


Al derivar (6) con respecto a t: 


dt таш”! 


dP dh dP 1 
= ( ) = ж —0,125 cm/seg. 


_ 1 
Вл 8 


El perímetro de la superficie libre, disminuye a una velocidad de 0,125 cm/seg. 
5.3 MÁXIMOS Y MÍNIMOS 
Para la resolución que involucra la obtención de máximos y mínimos, se debe 


seguir los siguientes pasos secuencialmente: 


1) Formular la función que se desea optimizar (obtener máximo o mínimo), la cual 
se debe expresar en términos de una sola variable y — f (x). 


2) Calcular la primera derivada de la función f'(x). 


3) Igualar a cero la primera derivada y resolver la ecuación resultante para 
obtener puntos críticos: f'(x) = 0; х“: puntos críticos. 


4) Calcular la segunda derivada de la función f” (x). 


5) Sustituir los puntos críticos en la segunda derivada y decidir el tipo de punto 
crítico: 


f" (x*) < 0 entonces х" define un máximo. 


f" (x*) > 0 entonces х" define un mínimo. 


En cualquiera de los casos, f (x*) es óptima. 


Ejemplo 1 


Un rectángulo tiene dos de sus vértices sobre el eje x y los otros dos sobre las 
rectas: 


y=x+1; y =-x+6. 


Determinar el área máxima que puede tener el rectángulo. 


Solución: 


y=-x+6 


мж 


М(х-1,0) N(-x +6,0) 


Ї 


Figura 146. Representación gráfica del problema 


El área del rectángulo MNPQ es: 


A-MN*MP. 

Esto es: 
А =[(—х+6)— (х+1)]*у;А = (-2х + 5)(x + 1); 
А = —2x? + 3x +5. (1) 


Al derivar (1) con respecto a x se obtiene: 


dA 


= —4 | 

zn х+З 

Al igualar a cero la derivada, se obtiene los puntos críticos: 
dA 
dx 


Se calcula la segunda derivada: 


3 
= 0; —4x + 3 = 0; х= 1 (Punto Crítico). 


= —4<0. 


ах? 


Dado que la segunda derivada es menor que cero, entonces: 


3 
x= 1 maximiza la función A. 


7 


Ahora bien, y = х +1; y =7+1=? 


Por lo tanto, la altura del rectángulo es гу la base es (-2х + 5) = —2 E) +5= = 


De manera que, las dimensiones del rectángulo con área máxima son: 


Ejemplo 2 


Se requiere construir un recipiente cilíndrico con tapa de 100 cm? de volumen. 
Determinar las dimensiones del cilindro, de manera que la cantidad de material 
utilizado en la construcción del cilindro sea la mínima. 


Solución: 


Figura 147. Representación gráfica del problema 


Sean h y r las dimensiones del cilindro; su volumen es: 
V = nr?h = 100; 
nr?h = 100. (1) 
La cantidad de material utilizado en la construcción del cilindro, es el área total del 
cilindro, esto es: 
A = 2nr? + 2nrh. (2) 
Al despejar A de la ecuación (1), se obtiene: 


_ 100 
пт? ` 


(3) 


Al sustituir (3) en (2), se obtiene: 


А -2nr? +2 (22) 4 
= 2nr nri (4) 
La derivada de (4) con respecto a r, es: 

dA 200 

Ee = 4лг + ке ! 


Al igualar а cero la derivada, se obtiene los puntos críticos: 


200 , 50 2150 T 
4пт TET езі Ба” pm (Punto crítico). 


TL 


La segunda derivada es: 


а?А 400 а? [з|50 Or 


dr? ҮЗ 412 T 2 


s [so 20 2 
Porlotanto,r = |— minimiza el área. 
TU 


Al reemplazar r en (3), se obtiene, 


100 з [50 
һ=——у;һ=2| |— |. 
( Е | 
TU — 


à РЕ 300 
Por lo tanto, el área mínima es, Amin = PIE и?. 


Ejemplo 3 


Cómo se debe cortar un alambre de 17n de longitud, para forrar una de las partes de 
un cuadrado y con la otra un círculo, de modo que la suma de las áreas de las figuras 
obtenidas sea mínima. 


Solución: 


Ax 2лу 


D 


х 


Figura 148. Representación gráfica del problema 


Sean: 


x: longitud del lado del cuadrado en metros. 
y:longitud del lado del círculo en metros. 
Área del cuadrado, A, = x?. 
Área del círculo, А, = пу. 


La suma de las áreas es: 


A = x? + пу?. (1) 
Dado que, el perímetro del cuadrado es 4x y el perímetro del círculo es 2лу, 
entonces, 
4x + 2пу = 1. (2) 
De la ecuación (2), se tiene: 
_1—4х 4 
У m 27 и ( ) 


Al reemplazar (3) en (1), se obtiene: 


2 


J 


а) 


а= 
X +T 2n 


1 
A = х? xu 79 (4) 


Al derivar (4) con respecto a x, se obtiene lo siguiente: 
dA 2 
— = 2x — — (1 - 4x). 
dx T 


Al igualar a cero la derivada, se llega a lo siguiente: 


2 
2x ——(1—4x) = 0; 
T 


x (Punto crítico). 


“лаа 
La segunda derivada es, 

gra =2+ Ы > 0. 

ах? п 
Entonces х = — minimiza la función A. 


La sustitución de x en (3), conduce a: 


2п 2(т + 4) 
Рог Іо tanto: 
га 13 
Amn (а) (отъ), 
1 


Amin = = mi. 
met A4) ^ 


Ejemplo 4 

Hallar dos números positivos, cuya suma sea 20 y además: 

a) Su producto sea máximo. 

b) La suma de sus cuadrados sea mínima. 

c) El producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, sea mínimo. 
Solución: 


a) Sea x y 20 — x los números cuya suma es 20; sea P = x(20 — x) 
аР 
P = 20x — x? ; — = 20 — 2х. 
dx 


Al igualar la derivada a cero, se obtiene: 
20 — 2x = 0; x = 10 (Punto Crítico). 
La segunda derivada de P con respecto a x, es: 
210 
ах? 
Por lo tanto, x = 10, maximiza P. El otro número es у = 20 — 10 = 10. 
En consecuencia: Рах = 10 * 10 = 100. 
b) Sea C = x? + (20 — x)?. 


dC 
— = 2x — 2(20 — x) = 4x — 40. 
dx 


Al igualar a cero la derivada, se obtiene: 
4x — 40 = 0; x = 10. 

La segunda derivada es: 
26 =4> 0. 
ах? 


Por lo tanto, x = 10 minimiza a C; el otro número es 10. 


En consecuencia, Сн = 10? + 10? = 200. 


c) D = х2(20 – x)’. 
dD 
— = —3x?(20 — x)? + 2x(20 — x)? = 0; 
dx 
—3x?(20 — x)? + 2x(20 — х)? = 0;-5х? + 40x = 0; —5x(x — 8) = 0. 
Puntos críticos: x 20; x —8. 
Puesto que x — 0, es inadmisible; entonces, el punto crítico es x — 8. 
Se calcula la segunda derivada: 
агр 
ах? 


Си (8) = -5760 > 0 
dx? и ` 


= 1600x — 3600x? + 240x? — 5x*; 


Por tanto, x = 8 maximiza a D; el otro número es 20 — 8 = 12. 


En consecuencia, D44, = 82(12) = 110592. 
5.4 TRAZADO DE CURVAS DE FUNCIONES 


Para trazar la gráfica de la función, cuya ecuación es y = f(x), se procede de la 
siguiente manera: 


a) Encontrar las intersecciones de la gráfica con los ejes x y y para lo cual se hace 
x = 0y y = 0 respectivamente. 


b) Determinar el dominio de definición de la función. 


c) Determinar (si existen) las asíntotas de la función así: 


e y-—cesasíntota horizontal si lim f(x) = с. 
X00 


e Рага hallar una asíntota vertical, se consideran los valores de x para los 
cuales f (x) no está definida. Si f (x) no está definida en x = a entonces x = 
а es Asíntota Vertical. 


• Sif(x) = Ло) es una función racional, en la cual, el grado de р(х) es mayor 


en una unidad que el grado de q(x), entonces al dividir p(x) entre q(x) se 
obtiene: 


f(x) = mx + b + r(x) donde lim r(x) = 0. 
X00 


De esta manera y = mx + b es Asíntota Oblicua. 


En general y = mx + b es asíntota oblicua si: 


d) 
e) 


f 


8) 


=т у lim [f (x) — mx] = b. 


о) 
Х 


lim 
X00 


Calcular la primera derivada de f (x) con respecto a x, f'(x). 


Igualar a cero esta derivada y resolver para x, esto es: f'(x) = 0. De aquí se 
obtienen puntos críticos. 


Criterio de la Primera Derivada. Determinar regiones de crecimiento y 
decrecimiento de la función f (x) y establecer máximos y/o mínimos (Criterio de 
la Primera Derivada), así: 

Si xy es punto crítico, se pueden presentar los casos, que se muestran en las 
siguientes gráficas: 


Е (хо) « 0 


y 


y 


Pto inflexión 
f" (Xo) >0 ! f" (xo) =0 
" ! 


Mínimo ! 


Xo 3€ 


Fig. 4.a Fig. 4.b Fig. 4.c 


е Sif'(x) cambia de positiva a negativa al pasar por хо, entonces (хо, f (xo)) es 
Máximo Relativo. (Fig. 4.a). 


e Sif'(x) cambia de negativa a positiva al pasar por хо, entonces (Хо, f (xo)) es 
Mínimo Relativo. (Fig. 4.b). 


е Si f'(x) es positiva (o negativa) en los dos lados de хо, entonces (Хо, f (xo)) 
no es ni máximo ni mínimo; es punto de Inflexión. (Fig. 4.c). 


Calcular la segunda derivada f" (x). Resolver la ecuación algebraica f" (x) = 0 
para x, permite obtener puntos de inflexión, si falla el criterio de la primera 
derivada. 


h) Criterio de la segunda derivada. Si x, es punto crítico y: 


i) 


e /”(хо) < 0, entonces, existe Máximo Relativo en (хо, (xo) y f(x) tiene 
concavidad negativa. 


е Sixgespunto crítico y f" (хо) > 0, existe Mínimo Relativo en (хо, f (xo) y f (x) 
tiene concavidad positiva. 


En algunos casos conviene tabular para algunos valores de x. 


Ejemplo 1 


Construir la gráfica de la función f (x) = x? — 6х2. 


Solución: 


Intersecciones con los ejes: si x = 0; f(x) = 0 == (0,0) pertenece a la curva. 


fœ) =0=»х?—-6х?=0=»х?(х-6)=0=х=0ух=б. 


Por lo tanto, (6,0) pertenece a la curva. 


" Dominio de definición: por tratarse de una función polinómica, el dominio de la 
función son los números reales. 


=  Asíntotas: no tiene asíntotas verticales ni horizontales, por tratarse de una 
función polinómica. 


= Intervalos de crecimiento, decrecimiento y puntos críticos: 
f'(x) = 3x? — 12x. 
Al igualar a cero la primera derivada, se obtienen los puntos críticos: 
3x? — 12x = 0; 3x(x — 4) = 0;x = 0 y x = 4 son puntos críticos. 
Estos dos puntos críticos permiten establecer los intervalos (-00, 0); (0,4); (4, со). 


Se toman los puntos de prueba —1 Е (-о,0); ТЕ (0,4) y 7 € (4,00) y se analiza el 
signo de la primera derivada. 


/'(—1) = 15 > 0 = en (-00,0) f es creciente. 
f'(1)2-9«0-2 Еп (0,4) f es decreciente. 
f'(7) = 63 > 0 = En (4,0) f es creciente. 
Por tanto, por el criterio de la primera derivada se cumple lo siguiente: 
(о, £(0)) — (0,0) es punto máximo relativo. 
(4, f (4)) — (4, —32) es punto mínimo relativo. 
= Puntos de inflexión y concavidad. 
Se calcula la segunda derivada y se iguala a cero. 
f"(x)26x—12;6x—1220;x- 2. 
(2, (2)) — (2, —16) es punto de inflexión. 
Además, 


f" (1) = —12 < 0; la curva tiene concavidad negativa en (—oo, 2). 


f" (3.26290; la curva tiene concavidad positiva en (2, oo). 


Ул f(x)» х%-6х? 


/ 
һә 
pou 

MY 


(2.-16)*, 
Ч 


-30 A 
(4,732) 


Figura 149. Representación gráfica f (x) = x? — 6x? 
Ejemplo 2 
Trazar la gráfica de la función: 


6x 
feo = (x41) 
Solución: 
= [ntersecciones con los ejes: 
Si x = 0, entonces, f (x) = y = 0 = (0,0) punto de intersección con los ejes. 


Si х = 0, entonces, f(x) = y = 0; por lo tanto, el punto (0,0) es el punto de 
intersección con los ejes. 


" Dominio: está constituido por los reales a excepción de x = —1. 


= Asíntotas: x = —1 es asíntota vertical. No tiene asíntotas oblicuas. y = 0 (eje x) 
es asíntota horizontal en las cercanías de —oo y + oo. 


= Intervalos de crecimiento, decrecimiento y puntos críticos. 


La derivada de f(x) igualada a cero produce puntos críticos y determina 
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función. 


„ла 6(—x) 
тва 


Se encuentran puntos críticos al igualar а cero la primera derivada. 


басы UD 
f'(x) = 0; (2417 


De donde, х = 1 es el único punto crítico. 


: : : : 1 
Se analiza el signo de la primera derivada en los puntos de prueba: x = —2; х= 2! 


х = 2, que pertenecen respetivamente a los intervalos (—oo, —1); (—1,1); (1, +оо). 


f'(-2) = —18 < 0 = f'(x) es decreciente еп (-о,-1). 


8 
г (5) 78 > 0 =» f'(x) escreciente en (—1,1). 


2 
Tu) = ES « 0 = f'(x) es decreciente en (1, +оо). 


Por lo tanto, según el criterio de la primera derivada, se presenta un máximo relativo 
3 

en el punto, (1,7(1)) = (1.2) 

Por otra parte, se debe tener en cuenta que en x = —1 la función no está definida, 

además, que x — —1 es asíntota vertical. 


= Puntos de inflexión y concavidad: 
пежо 12(х—2) 
f (x) = (x + 1)4 


La segunda derivada igualada а cero, produce puntos de inflexión 


1269-2) - 


————-20;x-2. 
(х + 1)4 E 


f") = 0; 


4 


Entonces el punto de inflexión es (2,70)) = (2, 3! 


Por otra parte: 
f" (—2) = —48 < 0; se presenta concavidad negativa en (—oo, —1). 


f" (0) = —24 > 0; se presenta concavidad negativa en (—1,1). 


3 
1 3) 64 > 0; se presenta concavidad positiva en (1, +00). 


6x 
(x1)? 


Figura 150. Representación gráfica f (x) — 


Ejemplo 3 


Trazar la gráfica de la función que sigue: 


f GO =, 


- Хх 


Solución: 


Intersección con los ejes: 


Six = 0, entonces, f (x) = y — 1; por tanto, el punto (0,1) es intercepto con el eje 


Dominio: R — {2}. 
Asíntotas: 
Verticales x — 2. 


Oblicuas: y = mx + b 


—1. 


| . [х?—2х+2 | 2 
b = lim [f(x) — mx] = lim |—— + x = ша ( )-0 
X00 X00 2-Х X00 2—x 


Por lo tanto, la asíntota oblicua es: y = x. 


Puntos críticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento: 


| Шш ж ла 
РО) = 9): 


-х? + 4х-2 
а) = 0; — ту =0;х=2-\2;х=2+У\?. 


Puntos críticos: x = 2 — VZ ; х= 2 + V2. 


Se toman los puntos de prueba = 0; х = 1; х = 3; х = 4 que pertenecen а los 
intervalos (-со,2 - УЗ); (2 - 2, 2); (2,2 + 92); (4, оо) respectivamente y зе 


analiza el signo de la primera derivada. 


1 
f'(0) = - 2 « 0; f decrece en el intervalo (-oo, 2- 92). 
1 
РР = 9 > 0; f crece en el intervalo (2 — ү2, 2). 
f'(3) 31» 0; f crece en el intervalo (23 + УЗ). 


1 
f'4)2- 2 « 0; f decrece en el intervalo (4, oo). 


Por el criterio de la primera derivada, se tiene: 


(2 — v2, f(2 — У2)) = (0.5857,0.8284) punto mínimo relativo. 


(2 + V2, f (2 + У2)) = (3.4142, —4.828) punto máximo relativo. 


= (Concavidad y puntos de inflexión: 
—4 —4 
n — : " - 0: = . 
f"(x) (2-28 f"(x) a..." 


De aquí se concluye, que no hay puntos de inflexión. 


Por otra parte: 


1 | | 
Fore ~ 0, entonces, en el intervalo (-оо, 2) se presenta concavidad 


positiva. 
f" (3) = -4 < 0, entonces, en el intervalo (2, оо) se presenta concavidad 
negativa. 
х2-2х-2 
2-х 


(0,5857;0,8284) 


E UN * 


-4 io (9:4142;-4,828) 


х2-2х-2 
2-Х 


Figura 151. Representación gráfica f (x) = 
EJERCICIOS 5.1 


1) Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y de la normal a la curvas 
dadas, en los puntos indicados; además, trazar las gráficas respectivas. 
a) x?-y?=7; (4-3)- 
ода 2 
b) x = 4y5; (13). 


с) 4x? - 8x — 2y = 5; (2,2). 


d) 4x? + y? + 6y +5 = 0; (1,-3). 
е) y=e* (0,1). 


f) y 2senx; (22) 


ное 


2) Determinar los puntos de la curva у = x? — 20x? donde la tangente es 
horizontal. 


3) Hallar los ángulos que forman las curvas dadas en los puntos de intersección 


1 2 
а)у=х?; аг дэг b)y^-x-1; x? +y? = BORE x 
= 1092у. 
4) De un recipiente de Зт de radio у 10 de profundidad sale agua a una tasa de 
4 m? /min. 
a) Calcular la variación que experimenta la altura de la superficie y el radio 
cuando la profundidad del agua es 6m. 


b) Calcular la variación que experimenta el área de la superficie libre y el 
perímetro de la superficie libre, cuando la profundidad es de 6m. 


5) Considerar un tetraedro regular, con arista 10cm. Si las aristas aumentan de 
longitud a razón de 0,1 cm/min. Calcular con qué velocidad aumenta el volumen 
y el área total. 


6) Deun depósito de forma de prisma recto, cuya sección es un triángulo equilátero 
con lado 1m y altura 10m, sale agua a velocidad de 800 cm? /min; calcular: 


a) Velocidad de diminución del nivel del agua. 
b) Tiempo después del cual, el depósito está vacío. 


7) Una caja abierta de base cuadrado, debe tener un volumen de 6400 pg?. Si el 
costo del material de la base es de $75 por pg? y el costado $25 por ра”. 
Determinar las dimensiones de la caja, de manera que el costo de los materiales 
de fabricación de la misma, sea mínimo. 


8) Determinar las dimensiones del cilindro recto de área lateral máxima, que se 
puede inscribir en una esfera de 8 cm de radio. 


9) Determinar la ecuación de la recta, que al pasar por el punto P(3,4) determina 
con los ejes coordenados, un triángulo de área mínima en el primer cuadrante. 


10)  Calcularlos valores aproximados de las siguientes expresiones: 


$ 3 1 
a) 1/8,02: b) sen42”; c) (8,9)2 + 7+5. 
(8,9)2 


RESPUESTAS DE EJERCICIOS PROPUESTOS 


CAPÍTULO 1 
FUNCIONES REALES 


EJERCICIOS 1.1 


1) a) 


b) 


EJERCICIOS 1.2 


1) y b) 
2) уж 25Х2-8Х-12 зоо 


у=-уХ2+24Х 


-10 


с) 


y=01X?2+0,01X+1 


7 5 
2) a) х-л тати, b) у= -2х? + 3x + 1 


4) a) 11,5 años ; Pnax = 1.822.500. 
b) P(4) = 1.260.000; P(12) = 1.820.000. 


с) 23 айов. 


Рх 10000 


200 


P =10000(50+ 23t – 12) 
140 


50 


10 20 23 25 


EJERCICIOS 1.3 

1) 
a) p(x) 2 x? -Z +x 
b) р(х) = xt — 5x? +4 
c) р(х) = x? — 8x? + 16x 


d) р(х) = x* + 0,9х3 — 0,728125x? — 0,225x + 0,11953125 


е) р(х) = x* + (-3a + b)x? + (За? — Зар — b?)x? + (—a? + ab? — b?)x 
+ ab? -а b 


i f(x) :4х3-20х2-23Х4-6 
1 
2 
y 
10 у=24Х3+46Х2+9Х-9 
е) 
f 


Y грах +2х?-2х2-вх-в 


EJERCICIOS 1.4 


1) 


a) 


b) 


zd 
3 


-R----ÉR--------i.y 


-----------2-----0 


4) 


3) 


. 3000t 
Р(9- t+1 


W4 ----.-.-.----=----- 


10 


a) P(6) = 2571; b) 9 meses ; c) 3000 


EJERCICIOS 1.5 


a) 


y z|ax—11l 


b) 


t (meses) 


2М<х+5 


14Х-3У--12|-У-1 


4) 


y=11x2+8x- 4] 


Y 


у= 1х2 glx|-4 


10 


EJERCICIOS 1.6 


d) y 


400001 ---------------222»m 


6000 _ 5000 


7 05+9,567004Х 


ом 


9) 
yz 4-In(2x-7) 
2) 
а) x 20,623235084 ; b) x -—1n4 ; с) x 23, x22; d) х-4,х-2 
3) 


а) P5919 = P(15) = 7.694.195 ; b) Рово = P(—15) = 4.222.663; c) 1980 
d) 


Рй)х (1000.000) 


EJERCICIOS 1.7 


a) 


ГОО) = o; f (35) =-100; /( 
ені 


с) 


Р(9- 870060,021 


t (años) 


100 


: ) = 100; f(e- 0 == е+о 


7—2) = 2; f(-1)20 f(0 21, D- ; 


EJERCICIOS 1.8 


2)С-3 


fao - i 


у= -зсоѕ(х-1) +1 


d) y -asen(zx4- 1) 


yzarcctqx 


NE 
1 


юа 


EJERCICIOS 1.9 


1) a) y 


у= ctghx 


arcsenhx 


yz 


b) 


arccoshx 


yz 


arccschx 


х 
<= 
o 
— 
o 
o 
жш 
© 


> 


arcsechx 


> 


е) 


EJERCICIOS 1.10 


1) 


а) 


х 
! 
1 

- 


-т------------ 


8 
) x-3cost 
2 (у= 2sent 


-2 


P -1-0051 
y=-4+2sent 


-6 


d) 


(552; 
үс 312+81+1 


CAPÍTULO 2 


ELEMENTOS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA 


EJERCICIOS 2.1 


1) 

4(4,0) 23/6 ,4(В,0) 23/2; d(C,0) = 4М4 = 8 

1 
d(D,O) = V61 ; d(E,0O) = 130 ; а(Е,0) = z V1234 ; d(G, 0) 
— 15 1306 

2) 

EEE — — — 2 p A 

АВ = 10; АС = 5/2 ; АЕ = N5; АЕ = = У106 ;FG- qg V 15024 
3) 

2 _ 4 => 2 

АВ = 10; АС = 75 181 ; ВС = 15 2339 

4 2 

P = 10 e VB + 15 2339 = 20,036 

Ээ? 2 — 1 

BC = 5V2 ; BG = 15 2339 СС = 15 15386 

2 1 

Р = 5V2 + 15 2339 + 15 5386 = 18,412 

ВЕ = 2/13; Вр = М145; ED = 42194 

Р = 2/13 + V145 + /2194 = 66,093 
5) 


2 7 5 
Punto medio lado SQ: (— 27 2) 


T 9 
Punto medio lado SB: (1,— 2) 


| __ 11 25 
Punto medio lado PR: (— зи 3) 


Punto medio lado PQ: (1,5) 


6) 


8) 


14 
Mag = 779 


= Mpc ; Map = < = Mac 


9 


1 
Punto de intersección de diagonales: (1, ! 


112/113 60/113 112/113 
d(L,P)- ——— ; 40,0) = — а id(,0) = == 
113 113 113 


área = == ; ángulos internos: 76934'; 113%50' ; 54?38' ; 114058! 


EJERCICIOS 2.2 


1) 
а) 


ү2- 4ү+6х-8=0 


x2- 4x -2y--1020 


10 


11у2-98у-108х+539=0 


Y 


24 y? 26x -12y-105 -0 


X 


7Х2-7ү2-34х%48У%103 =0 


у 
36х2+11у2-144Х- 44у - 208 =0 


X 
x?4-5y? - 2x -20Y 1620 


4x2- y? - 4x-k3y - 2620 


EJERCICIOS 2.3 


1) 
а) (х,у) = (2,213) ; b) (х,у) = (М2,-м2); с) (х,у) = (0, 2) 
2) 


3) 


b) 


а) (7,0) = | V7,arctg (5) ; b) (7,0) = (442,27) с; (1,0) 


а) (x? + y?) = 4(х? – y?); b) 4x? – 5y? + 6у – 1 = 0 


c) х + y? = ах + by 


а) т = 4с050 ; Б) т = 4сід дсзсб ; с) т = 25есд 


r+1=send 


Eje polar 
(1,0) 


Г-4С0539 


Eje polar 


CAPÍTULO 3 


LÍMITES Y CONTINUIDAD 


EJERCICIOS 3.1 


PUNTO 1 
1)1 2)0 
6)3 7)2 
1 
11) 5 12) 1 
) 3 ) 
1 47 
16) -- -— 
) => 17) ер 
2 
21) 9T 22) = 
5 
26)e 27)a—b 
PUNTO 2 
2 
а) 1 b) == 
) y 
2 
ge 3 h) 16 
PUNTO 4 
a) NO 
PUNTO 5 
К =1 
PUNTO 6 


A=-1;B=1 


b) SI 


18) -1 


24) —2sena 


CAPÍTULO 4 


DERIVADAS DE FUNCIONES 
EJERCICIOS 4.1 


A) Definición de derivada 


1 2 
1)3 == Jy 
) po ) 3 
4) : 5) Ы 6) 1 
2хүх (2х + 1)2 2ү3х — 7 
—10 
7) (x - 2 8) cos x 9)2 cos 2x 
B) Reglas de derivación 
Funciones algebraicas 
1 3 m-1 m+n-1 
1) -3t2x-2x 2) amt + Ь(т + п)Е 
3 bc — ad 4 T 
) (c + dx)? x? 
1 бах” 
e] 6) == 
42(-1--42) 1215 
2 1 B a 
En E = 2 
7) (2х-1) tx 9) ES 
2 [aVx? — 2b 
9) — | 10) 28x6 — 72x5 + 5х* + 96x? — 52x? 
x^ 


Funciones trigonométricas y trigonométricas inversas 


x 

1) — 10 sen(2x) + 9cos (3x) 2) та T arcsen x 
=x 

2 2 
3) 2————— 4) sent t t^sent 
2senxcosx—1 
5) z arctg z 6) ctg x — xcsc?x 
7) —ctg?xcsc x-—csc?x —3cosx 8) 2sec?x + 3csc?x 


9)0 


Funciones exponencial y logarítmica 


1) (x7 + 7х°)е* 
WE 
9 (2-5) 


5) — (senx + cosx)e* 


2) xe* 
х 2x 


) — x Бх 


2 
6)x + A тото 


7) [Qx — 1)cosx + (x? — x — 1)cosx — (x? — x — 1)senx]e* 


8) 3 (1 — Inx) 


Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 


1) xcoshx + senhx 


А 2х x?senhx 
) coshx coshx 
3(1—ctghx) 3ctghx 
5) —————— ~ 
тх т?х 


arcsenhx n arcsenx 
У1-х2 У1-х2 


Funciones compuestas 


3a 
1) =з (ах + by? 


—3 1 
3) 2x — D! 22x — 1y 
1 


1 Ох - 16 
5) 20cos2x(3 — 2sen2x)* 


—ctgxcscx | cos2x 


2,/ctgx 5 vsen2x 


9) 


e* + 5senx — 4arcsen(2x) 


1 
11) ——— —————— 
) х(1 + lIn? x) J arctg(Inx) 


ех + 5cosx — 84 (1 — 4х2)-1 


1 1 
1+х2 1-x? 


senhx 


2) 


2 
2227, үз (coshx — 1) 


6) [-tgh?x + tghx — же“ 


2) 6b(2a + 2bx) 


-Х 
лето 
ed 
6) —— n 
9Jx(1 + x)[arctgvx] 
" (x + Це“ 
2x хет +1 
—1 
10) 


2(x? +1) larctg (1) 


12) [2cosxsenx + 2cos?x]e?* + 2sec?xtgx 


1 


4xv 1 +vVInx +1 


Derivación logarítmica 


13) 


1 Ё 1 2х 
)y ax. Те 14x 
- шах) 


3) y(1 + Inx) 


5) у(х + 2xlnx) 


senax 


7)y | + 2cos2xinx | 


x 


9)y Ё — а 


x? 


Derivación implícita 


1) -а 


y (y + y*xlny) 
х(-хУушх + xy*) 


9-1 


n Y ytg (xy) + 2x 
x + xtg?(xy) – 2у 


3) 


езепХ cos x 


9) — 


езепУсозу + seny 


Derivación paramétrica 


a) 
1) за 
2t(t + 1)? 
TA 


5) tg t 


+ 3ctgx 


2) [2xtn(sen2 (х)) + 


l 
MS 


2(x? + 1)cos2x 
sen(2x) 


x? -x-c1 


9» - Xp 


4) Зх? — 2y x3 + y? 
—Зу? + 2x x? + y3 
Y 
6) x?y — 2xy? — x + y? 


cos(x + y) — senhx 


8) senhy — cos(x + y) 


2t 


8) 2-1 


4) 10 1 


6) 1 


7)1 


Funciones diversas 


2 2* 22 3 X x 11. 

1)15sen*(5x)cos 3 cos(5x) 35°" (5x)cos з ез 2) (x — 2)3 
NE 
(x-2) 

7 9 Он 

"E MM ДЕ 4) ——3 
(1-х24 (1-х2) (x? + 1)2 

5) == 6) 


20V1 + х3 2V0 + x)? (1 — х)5 


(x + Ь)(х + с) + (х + а)(х + с) + (х+а 


7) не 8) (tg?x – 1)зес?х—1 
Ciara 07 
(a — B)sen xcos x 2 
9) ме 10) === 
Jasen?x + Bcos?x xv2x? —1 
—v1 — x? + xarcos x 
17)----------- 12) 2y a? — x? 
) (1 — х2)У1- x? ) 
г 1 m sena 
) arena Doy? ) 1 — 2xcos æ + x?cos?a + x?. 
1 16) 2m?a"*p(2ma"* 
зепх+ух prema 
15) (cosx + 27%) e + b)?-!lna 
17) e *sen(Bx) 18) х"-1а7* (n — 2x?Ina) 
1 1 
19) — -yt 1-4 1 20) -== 
) 2746 xl COSX na) ) Xx 
—2 1 5 3 
м = = 
) xin?x х(1+т?х) 20 x—2 x41 
NE: 
23) 2(x*vx^ta xcos?(Inx — In2) + 2senx 


24 
(x — 12 + а?уух? + а? ) xsenxcos? (lnx — т2) 


sen(ax) sen?axN acosaxcos (bx) + bsen(ax)sen(bx 
25) Ён (59193 + Jess енен) 


cos?bx cos?bx 
26) 1 " Inx " 1 
V1—x?arcsenx X  xv1-—In?x 


COS X COS X 


20 (sen x — 1)ysen x 28) (senx + 1)узеп x 


3 
29) e** (acosh x + senh x) + 7 (1 — tgh?x)Jtgh x 


C) Otros ejercicios 


3) 6л 4)1-х 524 
EJERCICIOS 4.2 
1) 
2+У7 2443 2-7 
а) b) , 
3 3 3 
c)2 d) No satisface 


e) No satisface 
2) 


a) f(x) = 0,para x = 0,x = 16, pero f (x) es discontinua en x = 4 э 4 Є 
(0,16). No es posible aplicar T de Rolle. 

b) f(x) = 0,para x = 0,x = 16, como x = —4 6 (0,16). Se puede aplicar T de 
Rolle. xy — 12. 


3) 


—1 5 —1—у5 
= баш 5)1 
3 3 
3-443 
с) във d)1 
2 
2e— 1 


a) 1,5875 b) 125,075 c) 0,001001 


a) 6 b) -> с)1 а) 2 


e) -7 f)0 g)0 h)e 


6) 


(xcosx — senx)dx b) —2dx В 2dx 
х? У1-4х2 $еп2х 
—2хах —dx 4ах 
(а +1) 2 зуа Детето 


7) 
а) Лу = 0,0309; dy = 0,03; Ay – dy = 0,0009 
b) Ay = —0,00248; dy = —0,00250; Ay — dy = 0,00002 
c) Ду = —0,875; ау = —1,5; Ay — dy = 0,625 
d) Ay = —0,0399; dy = —0,04; Ay — dy = 0,0001. 


8) 


—2y(y? + Зх) 
Зх(2у? + x) 


—yQx?Iny + y?) 


x(x? + 2y?Inx) 
9) 
120 
Y т) 
2(—1)?n! 
D ara 
10) 


a) 2arctgx + 


Зух + а 


Сека) 


-Х 


MEETS: 


c) 


13) 


a) 


X 
1+х? 


senx + у 


d) 


seny tx 


—2x 
b) (1 + +?)? ox 
(1) 0-1) 


m f) хех + пех 


е) 


6x(2x? — 1) 
аар 


ХУ1-х2- arcsenx 
(1 — х2)У1- х2 


2 


d) 


—a 


ad 


—2(5 + 8tg?(x + y) + 3tg*(x + y) 
tg?(x + y) 


—sen(x + y) 


P) 4 — 4 cos(x + y) — 3sen?( + y) + cos + y) sen! ( + у) 
y — уех+у + хех+У — ех» 
C) Те Уде — yerty 
4) 22104 — Заху + x? + a?) 
зул + 3axy* — За?х?у? Pas 
14) 
) -1 b) m Б 2+{? 


a(cost — tsent)? 


CAPÍTULO 5 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 
EJERCICIOS 5.1 
1) 
а) 4х+Зу-7+0; Зх-4у- 24 = 0 
b) 2x -8y +7 = 0; 4x +у-3 = 0 
с) 8х + 2у – 21 = 0; x - 4у +8 = 0 
9) =х= 1; у= -3 
e) х+у-1= 0; х-у+1= 0 
f) 4/2—8y + 4/2—n/2 = 0; 4х -2/2y - 2-1 = 0 
g) 17x + 4y +6 = 0; 8x —34y – 21 = 0 


а) 5409; 33041" 
b) 70920! 


с) 62022' 


a) —0,393 ——; —0,1179 m/min 
mun 


b) —1,33 m?/min ; —0,74 m/min 


5) 
4535 8 ; 3,4641 cm? / min 
min 
6) 
—0,18 cm/min; 0,2 h 30'aprox 
7) 
20,20 y 16 pg 
8) 


h = 8V2 ст; т = 4V2 cm 


9) 


4x + Зу – 24 = 0 
10) 
а) 2,001666667 
b) 0,6700927 
c) 312 
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Editorial 
Universidad de Nariño 


El libro de Lecciones de Cálculo Diferencial, está diseñado para ser utilizado como texto guía para 
los cursos de Cálculo Diferencial en los programas de Ingeniería Civil, Sistemas y Electrónica de 
Universidad de Narino, al igual que en los programas de Física, Licenciatura en Matemáticas y 
Licenciatura en Informática; también puede ser utilizado por estudiantes de otras universidades o 
instituciones de educación superior que ofrezcan programas técnicos similares a los mencionados. 
El libro contiene toda la temática contemplada en los cursos usuales de Cálculo Diferencial; sin 
embargo, en los dos primeros capítulos, de manera puntual y precisa se trata las características, 
propiedades y grafos de las funciones reales; también se realiza un tratamiento resumido de los 
elementos de Geometría Analítica. La decisión de incorporar estos temas en el texto, obedece a que 
es muy importante que los estudiantes dispongan de los fundamentos teóricos y conceptuales 
para iniciar el curso; además, para suplir las eventuales debilidades y desconocimiento de estos 
temas básicos. La experiencia de los autores por más de 30 anos en el ofrecimiento de los cursos 
de Cálculo, motivó la decisión de incorporar estos insumos en el presente libro. 

El texto está escrito de modo que los conceptos y definiciones son consistentes y claros; en cada 
temática, se plantean y resuelven ejercicios de diversa dificultad y alcance. Al finalizar cada capítulo, 
se proponen ejercicios y problemas para que sean resueltos por los estudiantes; el propósito es que 
los resuelvan, comprueben y comparen con las respuestas que aparecen al final del texto. 

En algunas secciones, el texto contiene y formula teoremas y proposiciones que, para su formal- 
ización, requieren una prueba matemática, lo cual contribuye a la producción de consistencia y clar- 
idad conceptuales. En otras palabras, se procura que los estudiantes se aproximen a una correcta 
percepción de lo que realmente significan las matemáticas y sus mültiples aplicaciones en la inge- 
niería, física, biología, negocios y otros campos. 

El libro está estructurado en cinco (5) capítulos. El primero, funciones reales, trata las siguientes 
funciones: lineal, cuadrática, función polinómica, función racional, función valor absoluto, función 
exponencial, logarítmica, a trozos, trigonométricas, hiperbólica y funciones definidas paramétrica- 
mente. El segundo, elementos de geometría analítica, contiene definiciones y conceptos relaciona- 
dos con distancia entre puntos, de un punto a una recta, ángulos entre rectas, entre otros; secciones 
cónicas y coordenadas polares. El tercero, límites y continuidad, aborda las temáticas de vecindad 
de un punto, límite de una función real de una variable real y continuidad de funciones. El cuarto, 
derivadas de funciones, contiene definiciones y conceptos de la derivada, álgebra de derivadas, 
derivada de la función compuesta, derivación implícita, derivadas de las funciones elementales, 
derivadas paramétricas, teoremas de Rolle y del valor medio, límites de formas indeterminadas, 
diferencial y derivadas de orden superior. El quinto, aplicaciones 

de la derivada, contiene aplicaciones geométricas de la derivada, razón de cambio, máximos y míni- 
mos, trazado de curvas de funciones. El libro finaliza con una sección de respuestas a los ejercicios 
y problemas propuestos. 

Finalmente, los autores confían que esta obra constituya un recurso pedagógico y didáctico para 
los cursos de cálculo diferencial. 
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